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Περίληψη
Η piαρούσα διpiλωματική εργασία piραγματεύεται την ανάpiτυξη ενός λογισμικού αριθ-
μητικής εpiίλυσης μη-μόνιμων piεδίων ατριβούς, συμpiιεστής ροής με κινούμενα στερεά
όρια με τη μέθοδο των μη-οριόδετων piλεγμάτων (Immersed Boundary Method). Ει-
δικότερα, το λογισμικό χρησιμοpiοιεί την τεχνική των τεμνόμενων κυψελών για τον
χειρισμό των κυψελών στη γειτονιά του στερεού ορίου ενώ η εpiίλυση των εξισώσε-
ων piου διέpiουν τη ροή piραγματοpiοιείται μέσω της μεθόδου των piεpiερασμένων όγκων
(Cut-Cell Finite-Volume approach). Εpiιpiλέον, αναpiτύσσεται μια μέθοδος για την α-
piόδοση τιμών στις μεταβλητές ροής και στις γεωμετρικές piοσότητες των κυψελών piου
εισέρχονται στο ρευστό κατά την κίνηση του στερεού ορίου.
Αναφορικά με τις εφαρμογές piου εξετάζονται, αρχικά, piραγματοpiοιείται η piιστοpiοίηση
του εpiιλύτη σε δύο χρονικά μόνιμες ροές, μια υpiοηχητική και μια διηχητική. Στη συ-
νέχεια, piαρουσιάζονται οι αντίστοιχες piεριpiτώσεις ροών σε μη-μόνιμες συνθήκες, με
το μη-μόνιμο piεδίο να είναι αpiόρροια της χρονικής μεταβολής των οριακών συνθηκών.
Εpiιpiλέον, εξετάζεται η piεριοδική κίνηση piρόνευσης δύο αεροτομών για τις οpiοίες υ-
piάρχουν piειραματικά δεδομένα ενώ, όpiου είναι εφικτό, piραγματοpiοιείται η σύγκριση
με αpiοτελέσματα piου piαράχθηκαν αpiό την αριθμητική εpiίλυση των ίδιων piεριpiτώσε-
ων είτε σε οριόδετα piλέγματα, είτε σε μη-οριόδετα piλέγματα piου στηρίζονται στην
υλοpiοίηση της μεθόδου Ghost-Cell. Τέλος, μελετάται η μη-μόνιμη ροή γύρω αpiό μια
υpiεραντωτική διάταξη (flap).
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Abstract
The present diploma thesis is dealing with the development of CFD software concern-
ing the numerical solution of the steady and unsteady, inviscid and compressible fluid
flow equations, including cases with moving solid boundaries, through the Immersed
Boundary method, according to the finite-volume technique. More specifically, the
software applies the Cut-Cell method for discretizing the flow equations over cells
in the vicinity of the solid boundary. Furthermore, a new method is developed for
attributing values in the field variables and geometrical quantities of cells entering
the fluid domain during the motion of the solid boundary.
Regarding applications, initially, a validation of the solver in steady, subsonic and
transonic flow fields is carried out. Then, cases with unsteady flow conditions where
the unsteadiness results from the temporal variation of the imposed boundary con-
ditions are studied. Moreover, the periodic pitching motion of two airfoils, for which
experimental data are available, is presented. In some cases, comparison with the
results derived from the numerical solution of the same cases, using either body-
fitted grids, or cartesian grids by implementing the Ghost-Cell technique, is made.
Finally, the unsteady flow around a high-lift device (flap) is studied using the de-
veloped software.
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Κεφάλαιο 1
Εισαγωγή
1.1 Μη-μόνιμες ροές
Ως μη-μόνιμη (unsteady) θεωρείται η ροή στην οpiοία τα μεγέθη piου τη χαρακτηρίζουν
(ταχύτητα, piίεση, κλpi), σε μια συγκεκριμένη θέση, μεταβάλλονται ως συνάρτηση του
χρόνου [1]. Ο χαρακτηρισμός μιας ροής ως μόνιμης ή μη-μόνιμης εξαρτάται άμεσα αpiό
το σύστημα αναφοράς piου εpiιλέγεται για τη μελέτη αυτής. Για piαράδειγμα, η στρωτή
ροή γύρω αpiό μια σφαίρα, για χαμηλούς αριθμούς Reynolds, θεωρείται μόνιμη σε ένα
σύστημα αναφοράς piου είναι ακίνητο σε σχέση με τη σφαίρα, ενώ για ένα σύστημα ανα-
φοράς piου ακολουθεί τα στοιχεία του ρευστού, η ροή θεωρείται μη-μόνιμη. Σύμφωνα
με τον piαραpiάνω ορισμό, οι τυρβώδεις ροές χαρακτηρίζονται ως μη-μόνιμες, εξαιτίας
των διαταραχών των ροϊκών μεγεθών piου τις διέpiουν, piαρόλο piου τα στατιστικά με-
γέθη τους (μέση τιμή και τυpiική αpiόκλιση των ροϊκών piοσοτήτων) σε κάθε θέση,
μpiορεί να piαραμένουν αναλλοίωτα στον χρόνο.
Τόσο για τις μη-συνεκτικές (inviscid) όσο και για τις συνεκτικές (viscous) ροές, η
δημιουργία μη-μόνιμου piεδίου piροκαλείται είτε μέσω της μεταβολής των οριακών συν-
θηκών (pi.χ. αλλαγή της γωνίας piρόσpiτωσης σε μια αεροτομή), είτε αpiό την ύpiαρξη
κινούμενων ορίων (λ.χ. μια piαλλόμενη piτέρυγα αεροσκάφους). Η ύpiαρξη της συνεκτι-
κότητας, ωστόσο, piαρέχει και έναν εpiιpiλέον μηχανισμό δημιουργίας μη-μόνιμου piεδίου
μέσω της αpiοκόλλησης piου piαρατηρείται σε τέτοιες ροές και έχει ως αpiοτέλεσμα την
piαραγωγή στροβίλων στον ομόρρου (wake) των σωμάτων (pi.χ. έκλυση στροβίλων
von Karman [2]).
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1.2 Μέθοδοι μη-οριόδετων piλεγμάτων
Ο όρος «Μέθοδος μη-οριόδετων piλεγμάτων» (Immersed Boundary Method ή IB)
χρησιμοpiοιείται για την αναφορά στη μέθοδο piου αναpiτύχθηκε αρχικά αpiό τον Peskin
[3] για την piροσομοίωση της καρδιακής λειτουργίας και της ροής του αίματος δια μέσου
της καρδιάς. Το καινοτόμο χαρακτηριστικό αυτής της μεθόδου έγκειται στο γεγονός
ότι ολόκληρη η piροσομοίωση piραγματοpiοιείται σε ένα καρτεσιανό piλέγμα (Cartesian
Grid), το οpiοίο δεν piροσαρμόζεται στη γεωμετρία της καρδιάς, ενώ η εpiίδραση των
τοιχωμάτων μοντελοpiοιείται μέσω της piροσθήκης ενός εpiιpiλέον όρου στις εξισώσεις
της ροής. Η ιδέα piίσω αpiό αυτή τη μέθοδο συνοψίζεται στο σχήμα 1.1, όpiου φαίνεται
ότι το στερεό σώμα «βυθίζεται» (immersed) εντός του καρτεσιανού piλέγματος. ΄Ετσι,
υpiάρχουν κυψέλες piου ανήκουν εξ ολοκλήρου στο στερεό ή στο ρευστό και άλλες
piου διαχωρίζονται αpiό το όριο του σώματος. Η piεριγραφή των ροϊκών piοσοτήτων
για τις κυψέλες του piλέγματος γίνεται με μεταβλητές Euler (η μεταβολή, δηλαδή, των
ροϊκών piοσοτήτων αφορά έναν piαρατηρητή piου βρίσκεται ακίνητος σε κάθε κυψέλη).
Αντίθετα, για την piεριγραφή της κίνησης του στερεού χρησιμοpiοιούνται μεταβλητές
Lagrange (η μεταβολή δηλαδή της θέσης του στερεού ορίου αναφέρεται στη μεταβολή
piου αντιλαμβάνεται ένας piαρατηρητής piου μετέχει στην κίνησή του).
Για την κατανόηση των piλεονεκτημάτων piου αpiορρέουν αpiό μια τέτοια piροσέγγιση
κρίνεται σκόpiιμο να γίνει αντιpiαραβολή με τις μεθόδους piου βασίζονται σε οριόδετα
piλέγματα (body-fitted). Σε μια τέτοια μέθοδο η γένεση του piλέγματος piεριλαμβάνει
δύο κύρια στάδια. Αρχικά, piαράγεται ένα εpiιφανειακό piλέγμα piου καλύpiτει το στερεό
όριο του σώματος και το οpiοίο, στη συνέχεια, χρησιμοpiοιείται ως οριακή συνθήκη για
τη γένεση του piλέγματος στον όγκο piου καταλαμβάνεται αpiό το ρευστό. Για τη δια-
κριτοpiοίηση των εξισώσεων μpiορεί να χρησιμοpiοιηθεί η μέθοδος των piεpiερασμένων
διαφορών (finite-defference method), των piεpiερασμένων στοιχείων (finite-element
method) ή των piεpiερασμένων όγκων (finite-volume method). Στις δύο piρώτες piερι-
piτώσεις, η διαφορική μορφή των εξισώσεων piου διέpiουν τη ροή μετασχηματίζεται σε
ένα καμpiυλόγραμμο σύστημα συντεταγμένων, το οpiοίο ταυτίζεται με το piλέγμα. Στη
δεύτερη piερίpiτωση, διακριτοpiοιείται η ολοκληρωματική μορφή των ροϊκών εξισώσε-
ων και οι γεωμετρικές piληροφορίες για το στερεό όριο ενσωματώνονται έμμεσα στη
διακριτοpiοίηση μέσω της ολοκλήρωσης.
Αντίθετα, στην IB μέθοδο, αν και διατηρείται το εpiιφανειακό piλέγμα για το όριο του
σώματος, εντούτοις το καρτεσιανό piλέγμα piου piαράγεται για το χωρίο της ροής δεν
δέχεται κάpiοια piληροφορία αpiό αυτό. Αυτό έχει ως αpiοτέλεσμα το στερεό να «κόβει»
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Lagrangian points
Eulerian points
Immersed Boundary
Σχήμα 1.1: Υλοpiοίηση της μεθόδου IB όpiου αpiεικονίζονται με μpiλε χρώμα τα ση-
μεία στα οpiοία αpiοθηκεύονται οι ροϊκές piοσότητες για κάθε κυψέλη και για τα οpiοία
χρησιμοpiοιείται Eulerian piεριγραφή ενώ με κόκκινο τα σημεία του στερεού για τα οpiοία
χρησιμοpiοιείται Lagrangian piεριγραφή.
τις υpiολογιστικές κυψέλες κατά τυχαίο τρόpiο. Εφόσον το piλέγμα δεν είναι piροσαρ-
μοσμένο στο σώμα, η ικανοpiοίηση των οριακών συνθηκών piρέpiει να piραγματοpiοιηθεί
μέσω μιας διαφορετικής διαδικασίας οδηγώντας στη δημιουργία διαφόρων μεθόδων μη-
οριόδετων piλεγμάτων.
Για να γίνουν piιο κατανοητές οι διάφορες μέθοδοι, θα θεωρηθεί ατριβής ροή ασυμpiίε-
στου ρευστού γύρω αpiό στερεό σώμα (piου καταλαμβάνει όγκο Ωb), η οpiοία διέpiεται
αpiό τις εξισώσεις Euler:
%
(
∂−→u
∂t
+−→u · ∇−→u
)
+∇p = 0 , (1.1)
∇ · −→u = 0 , στo Ωf (1.2)
−→u = −→u Γ , στo Γb (1.3)
όpiου −→u = −→u (−→x , t) είναι η ταχύτητα του ρευστού, −→p = −→p (−→x , t) η piίεση του ρευστού
και % η piυκνότητά του. Με Ωf συμβολίζεται ο όγκος piου καταλαμβάνει το ρευστό και
Γb είναι η εpiιφάνεια του ορίου του στερεού σώματος. Η piρώτη κατηγορία μεθόδων μη-
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οριόδετων piλεγμάτων ονομάζεται συνεχής μέθοδος IB (Continuous forcing approach)
και βασίζεται στην εισαγωγή στην εξίσωση (1.1) ενός όρου piηγής ως εξής:
%
(
∂−→u
∂t
+−→u · ∇−→u
)
+∇p = −→f (1.4)
όpiου ο όρος
−→
f piαίρνει κατάλληλες τιμές έτσι ώστε να piροσομοιώνει το στερεό όριο
piου ενδεχομένως υpiάρχει στο εσωτερικό μιας κυψέλης, ενώ αpiοσβένεται μακριά αpiό
αυτό [4].
Τη δεύτερη κατηγορία μεθόδων αpiοτελούν οι διακριτές μέθοδοι IB (Discrete forcing
approach). Σύμφωνα με αυτές, οι διέpiουσες εξισώσεις διακριτοpiοιούνται αγνοώντας
το «βυθισμένο» σώμα και μόνο αφού τελειώσει η διακριτοpiοίηση, οι piροκύpiτουσες
εξισώσεις διαφοροpiοιούνται κοντά στο στερεό όριο για να συμpiεριλάβουν την εpiίδρασή
του. Η piερισσότερο χρησιμοpiοιούμενη τέτοια μέθοδος είναι η μέθοδος Ghost-Cell
[5, 6].
Τέλος, υpiάρχει η μέθοδος των τεμνόμενων κυψελών (Cut-Cell), η οpiοία αν και μpiορεί
να χαρακτηριστεί διακριτή μέθοδος [7], εντούτοις διαφοροpiοιείται σε σχέση με αυτές
ως piρος το ότι οι κυψέλες piου τέμνονται αpiό το στερεό όριο αλλάζουν το σχήμα
τους έτσι ώστε να piροσαρμόζονται σε αυτό [8, 9]. Η διαδικασία αυτή είναι ο λόγος
piου τους εpiιτρέpiει να είναι η μόνη διακριτή μέθοδος IB η οpiοία ικανοpiοιεί «αυστηρά»
τόσο τους τοpiικούς (γύρω αpiό μια κυψέλη) όσο και τους συνολικούς (σε ολόκληρο το
υpiολογιστικό χωρίο) νόμους διατήρησης.
Τονίζεται ότι το λογισμικό piου αναpiτύχθηκε σε αυτή τη διpiλωματική εργασία βα-
σίστηκε στην Cut-Cell τεχνική των μεθόδων μη-οριόδετων piλεγμάτων. Συνεpiώς, τα
αpiοτελέσματα piου piαρουσιάζονται αντιστοιχούν στο σύνολό τους σε αυτή την τεχνική
με εξαίρεση μια piερίpiτωση στο κεφάλαιο 5 όpiου γίνεται αντιpiαράθεση με την Ghost-
Cell τεχνική και με μια μέθοδο οριόδετων piλεγμάτων.
Η αpiλότητα piου αpiορρέει αpiό τη σχετική ανάλυση αναφορικά με όλες τις μεθόδους
μη-οριόδετων piλεγμάτων, έχει ως αpiοτέλεσμα αυτές οι μέθοδοι να piαρουσιάζουν δύο
βασικά piλεονεκτήματα. Αρχικά, η γένεση του piλέγματος σε μια IB μέθοδο εμφανίζει
μικρή εξάρτηση αpiό την piολυpiλοκότητα της γεωμετρίας των «βυθισμένων» στο ρευστό
σωμάτων. Αυτό είναι ιδιαίτερα σημαντικό καθώς στις μεθόδους γένεσης οριόδετων
piλεγμάτων, όταν η γεωμετρία διαθέτει κάpiοια piολυpiλοκότητα, χρειάζεται να κατα-
βληθεί σημαντική piροσpiάθεια αpiό το χρήστη, μέσω μιας εpiαναληpiτικής διαδικασίας,
piροκειμένου να piαραχθεί piλέγμα καλής piοιότητας. Εpiιpiρόσθετα, αυτές οι μέθοδοι
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piαρέχουν μια σpiουδαία piοσοτική διαφοροpiοίηση στις piεριpiτώσεις ροών με κινούμενα
όρια. Πράγματι, σε τέτοιες ροές μια IB μέθοδος δεν αpiαιτεί την εpiαναpiλεγματοpiοίηση
ή την piαραμόρφωση του piλέγματος σε κάθε χρονικό βήμα, κάτι το οpiοίο μειώνει κατά
piολύ το υpiολογιστικό κόστος και κάνει τη διαδικασία εpiίλυσης piιο στιβαρή (robust).
Στον αντίpiοδα αυτών βρίσκεται το βασικό μειονέκτημα των μεθόδων IB piου έγκειται
στο ότι η εpiιβολή των οριακών συνθηκών δεν είναι άμεση καθώς στη γενική piερίpiτωση
δεν υpiάρχουν κόμβοι του piλέγματος piου να βρίσκονται piάνω στα στερεά όρια. Αυτό
το γεγονός, σε συνδυασμό με την piολυpiλοκότητα της γεωμετρίας, μpiορεί να οδηγήσει
στην αλλοίωση της συντηρητικής ιδιότητας [10] των ροϊκών εξισώσεων, μειώνοντας
την ακρίβεια της τελικής λύσης. Εpiιpiλέον, στην piερίpiτωση των συνεκτικών ροών
μpiορεί να δειχθεί ότι καθώς αυξάνεται ο αριθμός Reynolds, η αύξηση του piλήθους
των υpiολογιστικών κυψελών για ένα καρτεσιανό piλέγμα είναι μεγαλύτερη αpiό την
αντίστοιχη αύξηση σε ένα οριόδετο piλέγμα [7]. Ωστόσο, η εpiίδραση στο υpiολογιστικό
κόστος δεν είναι ευθέως ανάλογη αυτής της αύξησης εφόσον ένα σημαντικό μέρος των
κυψελών βρίσκεται στο εσωτερικό του στερεού σώματος όpiου δεν αpiαιτείται η εpiίλυση
των εξισώσεων της ροής.
Κλείνοντας αυτή την εισαγωγή, για την ανάδειξη της δυναμικής των μεθόδων μη-
οριόδετων piλεγμάτων σε μη-μόνιμα piεδία ροής piαρουσιάζεται η piροσομοίωση της καρ-
διακής λειτουργίας (σχήμα 1.2), όpiως piροέκυψε αpiό τη μέθοδο του Peskin [11].
1.3 Στόχος και δομή της διpiλωματικής εργα-
σίας
Στόχος της piαρούσας διpiλωματικής εργασίας είναι η ανάpiτυξη ενός λογισμικού αριθ-
μητικής εpiίλυσης μη-μόνιμων piεδίων ατριβούς ροής με ακίνητα ή κινούμενα στερεά όρια
με τη μέθοδο των μη-οριόδετων piλεγμάτων. Το λογισμικό αυτό βασίζεται σε υpiάρχον
λογισμικό εpiίλυσης μόνιμης ατριβούς ροής [12], το οpiοίο χρησιμοpiοιεί την τεχνική
των τεμνόμενων κυψελών (Cut-Cell) για τον χειρισμό των κυψελών στη γειτονιά του
στερεού ορίου και εpiεκτείνεται ώστε να εφαρμόζεται και σε piεριpiτώσεις μη-μόνιμων
ροών, διαχειριζόμενο ακόμη και αυτές στις οpiοίες τα στερεά όρια κινούνται στο χρόνο.
Το λογισμικό είναι piρογραμματισμένο σε γλώσσα C++.
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Σχήμα 1.2: Τέσσερα στιγμιότυpiα ενός κύκλου λειτουργίας της καρδιάς, όpiως piρο-
έκυψαν μέσω της μεθόδου IB piου ανέpiτυξε ο Peskin [11].
Η δομή της εργασίας έχει την εξής μορφή:
 Κεφάλαιο 2
Παρουσιάζεται ο τρόpiος διακριτοpiοίησης του υpiολογιστικού χωρίου με τη μέθοδο
Cut-Cell. Στη συνέχεια, γίνεται η piαράθεση των εξισώσεων piου διέpiουν τη ροή
σε συνδυασμό με τις οριακές συνθήκες piου piρέpiει να εpiιβληθούν καθώς και
η διακριτοpiοίηση αυτών. Τέλος, piεριγράφεται λεpiτομερώς ο αλγόριθμος της
αριθμητικής εpiίλυσης της ροής.
 Κεφάλαιο 3
Αναλύεται ο τρόpiος διακριτοpiοίησης μη-μόνιμων piεδίων ροής με κινούμενα στερε-
ά όρια και piαρουσιάζεται ένα μειονέκτημα (δημιουργία μη φυσικών ταλαντώσεων
στα μεγέθη ροής, Spurious Oscillations) [6, 13, 14] piου εμφανίζουν οι μέθοδοι
μη-οριόδετων piλεγμάτων σε αυτές τις piεριpiτώσεις. Στη συνέχεια, εpiιχειρείται μια
piοιοτική διερεύνηση των αιτιών αυτού του φαινομένου ενώ, τέλος, αναpiτύσσεται
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μια μεθοδολογία για τον χειρισμό τέτοιων ροών.
 Κεφάλαιο 4
Πραγματοpiοιείται η piιστοpiοίηση του piρογραμματισθέντος εpiιλύτη σε δύο piερι-
piτώσεις μόνιμης ροής, μια υpiοηχητική (subsonic) και μια διηχητική (supercritical).
Εpiίσης, εpiιλύεται ένα μη-μόνιμο piρόβλημα τόσο σε υpiοηχητικές όσο και σε διη-
χητικές συνθήκες ροής. Η ύpiαρξη μη μόνιμου piεδίου σε αυτό το κεφάλαιο είναι
αpiόρροια της χρονικής μεταβολής των οριακών συνθηκών.
 Κεφάλαιο 5
Γίνεται εφαρμογή της μεθόδου piου αναpiτύχθηκε για την εpiίλυση μη-μόνιμων ρο-
ών με κινούμενα στερεά όρια. Για το σκοpiό αυτό, μελετάται η ροή γύρω αpiό δύο
διαφορετικές αεροτομές σε εξαναγκασμένη piεριοδική κίνηση για τις οpiοίες υpiάρ-
χουν piειραματικά δεδομένα. Εpiίσης, για τη μια αpiό τις δύο αεροτομές εpiιχειρείται
η σύγκριση των αpiοτελεσμάτων του IB εpiιλύτη με τα αντίστοιχα αpiοτελέσματα
piου piροέκυψαν αφενός μέσω ενός Ghost-Cell εpiιλύτη και αφετέρου μέσω οικείου
λογισμικού piου ανέpiτυξε η ομάδα της ΜΠΥΡ&Β/ΕΘΣ και το οpiοίο χρησιμο-
piοιεί οριόδετα piλέγματα για την εpiίλυση των εξισώσεων ροής. Τέλος, μελετάται
η μη-μόνιμη ροή γύρω αpiό μια υpiεραντωτική διάταξη (flap).
 Κεφάλαιο 6
Συνοψίζονται τα συμpiεράσματα της piαρούσας διpiλωματικής εργασίας και γίνεται
αναφορά σε piιθανό μελλοντικό έργο piου θα μpiορούσε να piραγματοpiοιηθεί στο
συγκεκριμένο piεδίο, με στόχο την piεραιτέρω εpiέκταση του λογισμικού εpiίλυσης.
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Κεφάλαιο 2
Διατύpiωση 2D μη-μόνιμου
piροβλήματος εξωτερικής
αεροδυναμικής
2.1 Εισαγωγικά σχόλια
Στο piαρόν κεφάλαιο αναλύεται ο τρόpiος διακριτοpiοίησης και εpiίλυσης των μη-μόνιμων
2D εξισώσεων Euler για το συμpiιεστό ρευστό με τη μέθοδο Cut-Cell. Προκειμένου
η μέθοδος να γίνει piιο κατανοητή, piαρουσιάζονται αpiοτελέσματα αpiό την εφαρμογή
της σε μια αpiλή γεωμετρία, όpiως αυτή μιας αεροτομής. Η εpiιλογή αυτή έγινε καθώς
piρόκειται για ένα piρόβλημα το οpiοίο μελετάται ενδελεχώς στην διεθνή βιβλιογραφία,
piαρέχοντας αρκετά αpiοτελέσματα piου χρησιμεύουν ως αναφορά (benchmark) για τον
κώδικα piου αναpiτύχθηκε. Η δημιουργία μη-μόνιμου piεδίου ροής σε αυτό το κεφάλαιο
είναι αpiοτέλεσμα της μεταβολής των οριακών συνθηκών. Μη-μόνιμα piεδία λόγω κίνη-
σης της γεωμετρίας θα εξεταστούν στο κεφάλαιο 3.
Αρχικά, στο κεφάλαιο αυτό εpiιχειρείται η piαρουσίαση του τρόpiου διακριτοpiοίησης του
υpiολογιστικού χωρίου με τη μέθοδο IB. Ακολουθεί η piαράθεση των εξισώσεων piου
διέpiουν τη ροή σε συνδυασμό με τις οριακές συνθήκες piου εpiιβάλλονται καθώς και η
διακριτοpiοίηση αυτών. Τέλος, piεριγράφεται λεpiτομερώς ο αλγόριθμος της αριθμητικής
εpiίλυσης της ροής.
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2.2 Διακριτοpiοίηση του υpiολογιστικού χωρίου
Το υpiολογιστικό χωρίο, το οpiοίο χρησιμοpiοιείται για την εpiίλυση των εξισώσεων της
ροής γύρω αpiό αpiοιαδήpiοτε γεωμετρία είναι ένα ορθογώνιο piαραλληλόγραμμο. Τα δε-
δομένα piου αpiαιτούνται για τη διακριτοpiοίησή του είναι οι διαστάσεις του ορθογωνίου
καθώς και οι τιμές δύο εμβαδών piου ορίζουν τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή του
εμβαδού piου μpiορεί να λάβει κάθε κυψέλη του piλέγματος. Με αυτά ως δεδομένα, ο
piλεγματοpiοιητής ξεκινά να διαχωρίζει το αρχικό ορθογώνιο σε μικρότερα ορθογώνια
ακολουθώντας τη δομή δένδρου κατά την οpiοία κάθε κυψέλη διαχωρίζεται σε τέσσερις
ισεμβαδικές κυψέλες (quadtree) όpiως φαίνεται στο σχήμα 2.1. Αυτή η διαδικασία συ-
νεχίζεται για κάθε υpiό-κυψέλη piου τέμνεται αpiό το στερεό όριο, μέχρι το «σpiάσιμο»
των κελιών να δημιουργήσει κυψέλες με εμβαδό μικρότερο αpiό το δοσμένο κάτω φράγ-
μα. Σε αυτή τη διαδικασία, τίθεται ως βασικός piεριορισμός δύο γειτονικές κυψέλες να
μην αpiέχουν piερισσότερο αpiό δύο εpiίpiεδα στη δενδρική δομή. Με αυτόν τον τρόpiο,
δημιουργείται piλέγμα με ομαλή piύκνωση κοντά στη γεωμετρία, κάτι piου το καθιστά
κατάλληλο για εφαρμογές υpiολογιστικής ρευστομηχανικής. Αpiό αυτό το σημείο και
έpiειτα, ο piλεγματοpiοιητής αναγνωρίζει τη θέση της γεωμετρίας και με βάση μια ακτίνα
piύκνωσης, piου του δίνεται ως είσοδος, αρχίζει να διαχωρίζει εκ νέου τις κυψέλες piου
βρίσκονται κοντά στη γεωμετρία δημιουργώντας μια piροοδευτική piύκνωση μέσα στην
ακτίνα, με την piιο piυκνή piεριοχή να εντοpiίζεται γύρω αpiό τη γεωμετρία. Η piαραpiάνω
διαδικασία αpiεικονίζεται στα σχήματα 2.2 και 2.3, όpiου φαίνονται το υpiολογιστικό
χωρίο και η piροοδευτική piύκνωση γύρω αpiό την αεροτομή.
Η μέθοδος piου εpiιλέχθηκε για τον χειρισμό των κυψελών στη γειτονιά του στερεού
ορίου είναι η μέθοδος Cut-Cell [15, 16]. ΄Ετσι, αν μια κυψέλη του καρτεσιανού piλέγ-
ματος τέμνεται αpiό το στερεό όριο της γεωμετρίας, τότε άγεται ένα ευθύγραμμο τμήμα
με άκρα τα σημεία τομής της κυψέλης με το στερεό όριο. Το χωρίο piου δημιουργείται
μεταξύ αυτού του ευθύγραμμου τμήματος και της κυψέλης, σχηματίζει μια νέα κυψέλη.
Αυτή η κυψέλη (σχήματος τριγώνου, τετραpiλεύρου ή piενταγώνου) ανήκει στο ρευστό
και τα μεγέθη της ροής αpiοθηκεύονται piλέον στο βαρύκεντρό της όpiως φαίνεται στο
σχήμα 2.4. Τέλος, το τμήμα της αρχικής κυψέλης piου δεν βρίσκεται μέσα στη νέα
κυψέλη, θεωρείται ότι ανήκει στο στερεό και, piροφανώς, οι εξισώσεις της ροής δεν
εpiιλύονται γι΄ αυτό.
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P
(i) Αρχική κυψέλη με βαρύκεντρο το σημείο
P .
P
P
1
P
2
P
3
P
4
(ii) Οι τέσσερις κυψέλες με βαρύκεντρα τα
σημεία P1, P2, P3 και P4 αντίστοιχα piου piρο-
κύpiτουν αpiό το «σpiάσιμο» της αρχικής κυ-
ψέλης.
Σχήμα 2.1: Η διαδικασία του «σpiασίματος» των κυψελών του υpiολογιστικού χωρίου.
x
y
Σχήμα 2.2: Το χωρίο εpiίλυσης της ροής με την αεροτομή τοpiοθετημένη στο κέντρο
του. Στο σχήμα διακρίνεται η piύκνωση του piλέγματος γύρω αpiό την αεροτομή η οpiο-
ία, λόγω του μικρού της piάχους σε σύγκριση με το υpiολογιστικό χωρίο, φαίνεται ως
ευθύγραμμο τμήμα.
Εpiιpiλέον, piρέpiει να τονιστεί ότι η διαδικασία της piλεγματοpiοίησης γίνεται μόνο μια
φορά, στην αρχή της εpiίλυσης. ΄Ετσι, αν η γεωμετρία piαραμένει ακίνητη, δεν χρειάζε-
ται να γίνει ξανά υpiολογισμός κάpiοιας γεωμετρικής piοσότητας στα εpiόμενα χρονικά
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x
y
(i) Μεγέθυνση του σχήματος 2.2 στη μέγι-
στη ακτίνα αpiό όpiου ξεκινάει η piύκνωση του
piλέγματος.
x
y
(ii) Περαιτέρω μεγέθυνση στη μέγιστη
piύκνωση γύρω αpiό την αεροτομή.
Σχήμα 2.3: Εστίαση στο piλέγμα γύρω αpiό την αεροτομή.
P
Solid
Immersed Boundary
Common sides between new and old cell
(i) Κυψέλη σχήματος τριγώνου
P
Solid
Immersed Boundary
Common sides between new and old cell
(ii) Κυψέλη σχήματος τετραpiλεύρου
P
Solid
Immersed Boundary
Common sides between new and old cell
(iii) Κυψέλη σχήματος piενταγώνου
Σχήμα 2.4: Τρόpiοι τομής κυψελών αpiό το στερεό όριο. Με P συμβολίζεται το
βαρύκεντρο της νέας κυψέλης.
2.3. Οι εξισώσεις Euler και η διακριτοpiοίησή τους 13
βήματα. Αν, αντίθετα, η γεωμετρία κινείται, τότε σε κάθε χρονικό βήμα γίνεται ο υpiο-
λογισμός των γεωμετρικών piοσοτήτων των τεμνόμενων κυψελών και μόνο αυτών. Και
στις δύο piεριpiτώσεις, βέβαια, υpiάρχουν σημαντικά οφέλη στο υpiολογιστικό κόστος
σε σύγκριση με ένα οριόδετο piλέγμα. Το μειονέκτημα αυτής της διαδικασίας έγκειται
στο γεγονός ότι σε piεριpiτώσεις piου η γεωμετρία διαγράφει μεγάλα χωρία κατά την
κίνησή της, η εσωτερική piύκνωση piρέpiει να τα piεριλαμβάνει εξ ολοκλήρου, αυξάνοντας
σημαντικά τον αριθμό των κυψελών του piλέγματος.
2.3 Οι εξισώσεις Euler και η διακριτοpiοίησή τους
Οι εξισώσεις Euler εκφράζουν σε διαφορική μορφή τους νόμους διατήρησης μάζας,
ορμής και ενέργειας για μια ροή ρευστού. Για διδιάστατη ροή συμpiιεστού ρευστού,
σε ένα αδρανειακό καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων (με άξονες τους x και y), οι
εξισώσεις αυτές, γραμμένες σε συντηρητική διανυσματική μορφή, έχουν ως εξής [17]:
∂
−→
U
∂t
+
∂
−→
f
∂x
+
∂−→g
∂y
=
−→
0 (2.1)
Στην εξίσωση (2.1) με
−→
U συμβολίζεται το διάνυσμα των συντηρητικών μεταβλητών:
−→
U =

%
%u
%v
E
 (2.2)
ενώ με
−→
f και −→g συμβολίζονται τα διανύσματα ατριβούς ροής στις διευθύνσεις x και y
αντίστοιχα, τα οpiοία δίνονται αpiό τις σχέσεις:
−→
f =

%u
%u2 + p
%uv
u(E + p)
 ,−→g =

%v
%uv
%v2 + p
v(E + p)
 (2.3)
όpiου % η piυκνότητα του ρευστού, u και v οι συνιστώσες της ταχύτητας κατά τους
άξονες x και y αντίστοιχα, p η στατική piίεση και E η ολική ενέργεια ανά μονάδα όγκου
του ρευστού.
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Το κλείσιμο του συστήματος των εξισώσεων piραγματοpiοιείται με την υpiόθεση ότι το
ρευστό ικανοpiοιεί την καταστατική εξίσωση των τελείων αερίων:
p = %RT (2.4)
όpiου R η σταθερά του αερίου και T η στατική θερμοκρασία.
Ιδιαίτερα χρήσιμες είναι οι ακόλουθες σχέσεις αpiό τη θερμοδυναμική των τελείων αε-
ρίων:
E = %e+
1
2
%(u2 + v2) (2.5)
E = ht − p
%
(2.6)
E =
%c2
γ(γ − 1) +
1
2
%(u2 + v2) (2.7)
p = (γ − 1)%e = (γ − 1)
(
E − 1
2
%(u2 + v2)
)
(2.8)
ht =
γp
%(γ − 1) +
1
2
%(u2 + v2) (2.9)
όpiου ht = cpTt η ολική ενθαλpiία, Tt η ολική θερμοκρασία, e = cvT η εσωτερική
ενέργεια ανά μονάδα μάζας του ρευστού, γ ο εκθέτης της ισεντροpiικής μεταβολής
τελείων αερίων, cv και cp οι συντελεστές θερμοχωρητικότητας υpiό σταθερό όγκο και
σταθερή piίεση αντίστοιχα, θεωρούμενοι σταθεροί για τέλεια αέρια και c =
√
γp
%
η
ταχύτητα του ήχου.
2.3.1 Ολοκλήρωση σε κεντροκυψελικούς όγκους ελέγ-
χου
Για την εpiίλυση του συστήματος των εξισώσεων (2.1) και (2.4) χρησιμοpiοιήθηκε η
τεχνική των piεpiερασμένων όγκων [18]. Πιο συγκεκριμένα, η ολοκλήρωση των εξι-
σώσεων (2.1) γίνεται σε όγκους ελέγχου piου ταυτίζονται είτε με τις κυψέλες του
αρχικού καρτεσιανού piλέγματος, είτε με τις τεμνόμενες κυψέλες (κεντροκυψελική
διατύpiωση των piεpiερασμένων όγκων). Ορίζεται ως ΩP ο όγκος ελέγχου μιας τυ-
χαίας κυψέλης με βαρύκεντρο το σημείο P καθώς και τα κάθετα μοναδιαία διανύσματα
−→n στο όριό της, τα οpiοία έχουν φορά αpiό το εσωτερικό της κυψέλης piρος τα έξω.
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Ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις (2.1) στον όγκο ελέγχου της κυψέλης με βαρύκεντρο το
σημείο P (στο εξής θα ονομάζεται κυψέλη P ) τη χρονική στιγμή tk+1
(
Ωk+1P := ΩP (t
k+1)
)
έχουμε:
∫
Ωk+1P
[
∂
−→
U
∂t
+
∂
−→
f
∂x
+
∂−→g
∂y
]
dΩ =
−→
0 (2.10)
ή
−→
RP :=
∫
Ωk+1P
∂
−→
U
∂t
dΩ
︸ ︷︷ ︸
temporal
+
∫
Ωk+1P
[
∂
−→
f
∂x
+
∂−→g
∂y
]
dΩ
︸ ︷︷ ︸
inviscid
=
−→
0 (2.11)
όpiου
−→
RP το υpiόλοιpiο των εξισώσεων της ροής στην κυψέλη P . Υpiενθυμίζεται ότι,
στην piαρούσα διpiλωματική εργασία, εξετάζονται και ροές με κινούμενα όρια. Συνεpiώς,
στη γενική piερίpiτωση, ο όγκος ελέγχου ΩP μpiορεί να μεταβάλλεται με το χρόνο.
Οι εpiόμενες ενότητες piεριγράφουν τον τρόpiο υpiολογισμού των ολοκληρωμάτων των
ατριβών και χρονικών όρων της σχέσης (2.11) στον όγκο ελέγχου Ωk+1P .
2.3.2 Διακριτοpiοίηση των ατριβών όρων
Εφαρμόζοντας το θεώρημα των Green-Gauss piροκύpiτει:
I inv,k+1 :=
∫
Ωk+1P
[
∂
−→
f
∂x
+
∂−→g
∂y
]
dΩ =
∫
Ωk+1P
∂Fi
∂xi
dΩ =
∫
∂Ωk+1P
−→
F · −→n k+1 d(∂Ω) (2.12)
όpiου ο εpiαναλαμβανόμενος δείκτης υpiοδηλώνει άθροιση ενώ για το συνιστάμενο δι-
άνυσμα
−→
F ισχύει:
−→
F =
(−→
f ,−→g
)
(2.13)
Στην εξίσωση (2.12) με ∂Ωk+1P συμβολίζεται το όριο του όγκου ολοκλήρωσης τη χρονι-
κή στιγμή k+1 και με d(∂Ω) μια στοιχειώδης εpiιφάνεια του όγκου αυτού. Για ευκολία,
στη συνέχεια της piαραγράφου, θεωρείται ότι οι μεταβλητές της ροής και όλες οι γε-
ωμετρικές piοσότητες αναφέρονται στη χρονική στιγμή tk+1 και ο άνω δείκτης k + 1
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piαραλείpiεται.
Ορίζοντας ως:
−→
Φ =
−→
F · −→n = −→f nx +−→g ny (2.14)
το εpiιφανεικό ολοκλήρωμα της piαραpiάνω έκφρασης piροσεγγίζεται ως εξής:
I inv '
∑
Q∈nei(P )
−→
Φ invPQ ∆s (2.15)
όpiου Q είναι οι γειτονικές κυψέλες της P , το σύνολο των οpiοίων είναι nei(P ).
−→
Φ invPQ
είναι το αριθμητικό διάνυσμα της ατριβούς ροής piου διαpiερνά τη διεpiιφάνεια των όγκων
ελέγχου των γειτονικών κυψελών P και Q, ενώ με ∆s συμβολίζεται το εμβαδό (μήκος
στις δύο διαστάσεις) αυτής της διεpiιφάνειας.
Σε αυτό το σημείο είναι αpiαραίτητος ο ορισμός κάpiοιων εpiιpiλέον piοσοτήτων. Ορίζεται
λοιpiόν το συνιστάμενο Ιακωβιανό μητρώο ως piρος τις συντηρητικές μεταβλητές
−→
U :
A := (Ax, Ay) όpiου Ax :=
∂
−→
f
∂
−→
U
, Ay :=
∂−→g
∂
−→
U
(2.16)
΄Ετσι, η (2.1) μέσω των Ιακωβιανών μητρώων ξαναγράφεται ως:
∂
−→
U
∂t
+
∂
−→
f
∂
−→
U
∂
−→
U
∂−→x +
∂−→g
∂
−→
U
∂
−→
U
∂−→y =
−→
0 (2.17)
ή
∂
−→
U
∂t
+ Ax
∂
−→
U
∂−→x + Ay
∂
−→
U
∂−→y =
−→
0 (2.18)
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Εpiιpiλέον, ορίζεται το μητρώο A ως:
A := A · −→n = −→Ax nx +−→Ay ny ⇔
A =
∂
−→
f
∂
−→
U
nx +
∂−→g
∂
−→
U
ny ⇔
A =
∂
(−→
F · −→n
)
∂
−→
U
=
∂
−→
Φ
∂
−→
U
(2.19)
Αpiό τον ορισμό του
−→
Φ (σχέση (2.14)) και τη σχέση (2.3), piροκύpiτει:
−→
Φ =

%(−→u · −→n )
%u(−→u · −→n ) + pnx
%v(−→u · −→n ) + pny
(E + p)(−→u · −→n )
 (2.20)
Συνεpiώς, για την εύρεση του μητρώου A piρέpiει να piαραγωγισθεί το
−→
Φ ως piρος τις
συντηρητικές μεταβλητές της ροής
−→
U . Για να γίνει αυτό, εξυpiηρετεί η μετονομασία
των συντηρητικών μεταβλητών, ως:
−→
U =

%
%u
%v
E
 =

µ1
µ2
µ3
µ4
 (2.21)
Εκτελώντας τις piράξεις, το διάνυσμα
−→
Φ γράφεται:
−→
Φ =

µ2nx + µ3ny
µ2
µ1
(µ2nx + µ3ny) + (γ − 1)
(
µ4 − 12 µ
2
2+µ
2
3
µ1
)
nx
µ3
µ1
(µ2nx + µ3ny) + (γ − 1)
(
µ4 − 12 µ
2
2+µ
2
3
µ1
)
ny(
γµ4 − γ−12 µ
2
2+µ
2
3
µ1
)
µ2nx+µ3ny
µ1
 (2.22)
Παραγωγίζοντας κάθε όρο του διανύσματος ροής και έpiειτα αpiό τις αpiαραίτητες piράξεις
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piροκύpiτει:
∂Φ1
∂µ1
= 0
∂Φ1
∂µ2
= nx
∂Φ1
∂µ3
= ny
∂Φ1
∂µ4
= 0
∂Φ2
∂µ1
= −u(−→u · −→n ) + γ − 1
2
(u2 + v2) nx
∂Φ2
∂µ2
= −→u · −→n + (2− γ)unx
∂Φ2
∂µ3
= uny − (γ − 1)vnx
∂Φ2
∂µ4
= (γ − 1)nx
∂Φ3
∂µ1
= −v(−→u · −→n ) + γ − 1
2
(u2 + v2) ny
∂Φ3
∂µ2
= vnx − (γ − 1)uny
∂Φ3
∂µ3
= −→u · −→n + (2− γ)vny
∂Φ3
∂µ4
= (γ − 1)ny
∂Φ4
∂µ1
=
(
−γE
%
+ (γ − 1)(u2 + v2)
)
(−→u · −→n )
∂Φ4
∂µ2
=
(
γE
%
− γ − 1
2
(u2 + v2)
)
nx − (γ − 1)u(−→u · −→n )
∂Φ4
∂µ3
=
(
γE
%
− γ − 1
2
(u2 + v2)
)
ny − (γ − 1)v(−→u · −→n )
∂Φ4
∂µ4
= γ(−→u · −→n )
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Τελικά:
A(:, 1) =

0
−u(−→u · −→n ) + γ−1
2
(u2 + v2) nx
−v(−→u · −→n ) + γ−1
2
(u2 + v2) ny(
−γE
%
+ (γ − 1)(u2 + v2)
)
(−→u · −→n )

A(:, 2) =

nx
−→u · −→n + (2− γ)unx
vnx − (γ − 1)uny(
γE
%
− γ−1
2
(u2 + v2)
)
nx − (γ − 1)u(−→u · −→n )

A(:, 3) =

ny
uny − (γ − 1)vnx
−→u · −→n + (2− γ)vny(
γE
%
− γ−1
2
(u2 + v2)
)
ny − (γ − 1)v(−→u · −→n )

A(:, 4) =

0
(γ − 1)nx
(γ − 1)ny
γ(−→u · −→n )

(2.23)
Αpiό τις piαραpiάνω σχέσεις μpiορεί εύκολα να αpiοδειχθεί ότι ισχύει η εξίσωση:
−→
Φ = A
−→
U (2.24)
Οι ιδιοτιμές του μητρώου A είναι οι εξής:
λ1 =
−→u · −→n
λ2 =
−→u · −→n
λ3 =
−→u · −→n + c
λ4 =
−→u · −→n − c
(2.25)
Τα δεξιά ιδιοδιανύσματα −→r του μητρώου A piρέpiει να ικανοpiοιούν τη σχέση (A −
λkI)
−→rk = −→0 , ενώ τα αριστερά −→l την −→lk (A − λkI) = −→0 , όpiου I ο 4x4 μοναδιαίος
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piίνακας. Μετά τις αpiαραίτητες piράξεις, τα ιδιοδιανύσματα piροκύpiτουν ως εξής [19]:
−→r1 =
[
1 u v 1
2
(u2 + v2)
]T
−→r2 =
[
0 ny −nx nyu− nxv
]T
−→r3 =
[
1
c
u
c
+ nx
v
c
+ ny
1
2c
(u2 + v2) + c
γ−1 +
−→u · −→n
]T
−→r4 =
[
1
c
u
c
− nx vc − ny 12c(u2 + v2) + cγ−1 −−→u · −→n
]T
(2.26)
και
−→
l1 =
[
1− (γ−1)(u2+v2)
2c2
(γ−1)u
c2
(γ−1)v
c2
− (γ−1)
c2
]
−→
l2 =
[
nxv − nyu ny −nx 0
]
−→
l3 =
[
−−→u ·−→n
2
+ (γ−1)(u
2+v2)
4c
nx
2
− (γ−1)u
2c
ny
2
− (γ−1)v
2c
(γ−1)
2c
]
−→
l4 =
[−→u ·−→n
2
+ (γ−1)(u
2+v2)
4c
−nx
2
− (γ−1)u
2c
−ny
2
− (γ−1)v
2c
(γ−1)
2c
]
(2.27)
Γνωρίζοντας λοιpiόν τα piαραpiάνω, το μητρώο A μpiορεί να γραφεί στη μορφή:
A = P Λ P−1 (2.28)
όpiου Λ διαγώνιος piίνακας με στοιχεία τις ιδιοτιμές του A και
P =
[−→r1 −→r2 −→r3 −→r4] , P−1 =

−→
l1
−→
l2
−→
l3
−→
l4
 (2.29)
Εpiίσης, ορίζονται τα μητρώα:
A+ = P Λ+ P−1 , A− = P Λ− P−1 (2.30)
|A| = A+ − A− (2.31)
όpiου το μητρώο Λ+ piεριέχει τις θετικές ιδιοτιμές, ενώ το Λ− τις αρνητικές.
Εpiιστρέφοντας λοιpiόν στον υpiολογισμό του διανύσματος ατριβούς ροής
−→
Φ invPQ, μέσω
του σχήματος Roe [20], αυτό γράφεται:
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−→
Φ invPQ =
1
2
(−→
Φ LPQ +
−→
ΦRPQ
)
− 1
2
∣∣∣A˜PQ∣∣∣ (−→U RPQ −−→U LPQ) (2.32)
όpiου
∣∣∣A˜PQ∣∣∣ το μητρώο piου piροκύpiτει αpiό τις αpiόλυτες τιμές των ιδιοτιμών του A
(σχέση (2.31)), υpiολογισμένο, όμως, με βάση τις κατά Roe μέσες τιμές των piρωτευου-
σών μεταβλητών. Για τον υpiολογισμό αυτών, αν
−→
V =
[
% u v p
]T
είναι το διάνυσμα
των piρωτευουσών (μη-συντηρητικών) μεταβλητών της ροής, τότε το αντίστοιχο κατά
Roe διάνυσμα είναι: −→˜
V =
[
%˜ u˜ v˜ p˜
]T
(2.33)
Η piρώτη συνιστώσα του
−→˜
V piροκύpiτει ως:
%˜ =
√
%L %R (2.34)
Οι εpiόμενες δύο συνιστώσες του
−→˜
V υpiολογίζονται άμεσα αpiό τη σχέση:
−→˜
V =
√
%L
−→
VL +
√
%R
−→
VR√
%L +
√
%R
(2.35)
ενώ για τον υpiολογισμό της μέσης τιμής της piίεσης, υpiολογίζεται piρώτα η μέση τιμή
κατά Roe της ολικής ενθαλpiίας χρησιμοpiοιώντας μια σχέση αντίστοιχη της (2.35) και,
έpiειτα, αpiό αυτήν piροκύpiτει η μέση τιμή κατά Roe της piίεσης μέσω της σχέσης (2.9).
Χωρική διακριτοpiοίηση 2ης τάξης ακρίβειας
Στην ανάλυση piου piροηγήθηκε για τον υpiολογισμό του διανύσματος
−→
Φ invPQ αpiαιτείται
ο υpiολογισμός των τιμών των συντηρητικών μεταβλητών στην κοινή piλευρά των κυ-
ψελών P και Q
(−→
U RPQ,
−→
U LPQ
)
. Η εpiιλογή των τιμών αυτών σχετίζεται άμεσα με την
εpiιθυμητή ακρίβεια της χωρικής διακριτοpiοίησης των εξισώσεων της ροής. Θα μpiο-
ρούσε να θεωρηθεί
−→
U LPQ =
−→
U P και
−→
U RPQ =
−→
U Q, κάτι το οpiοίο αντιστοιχεί σε χωρική
διακριτοpiοίηση 1ης τάξης ακρίβειας. Εντούτοις, εφαρμόζοντας το θεώρημα Taylor για
τον υpiολογισμό των συντηρητικών μεταβλητών
−→
U LPQ και
−→
U RPQ και διατηρώντας εpiι-
piλέον όρους σε αυτό, εpiιτυγχάνεται αύξηση της τάξης της χωρικής διακριτοpiοίησης.
Η σχέση του Taylor, αγνοώντας τους όρους 2ης τάξης και άνω, γράφεται για τις
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συντηρητικές μεταβλητές ως:
−→
U LPQ =
−→
U P +
−−→
PM ·
(
∇−→U
)
P−→
U RPQ =
−→
U Q −−−→PM ·
(
∇−→U
)
Q
(2.36)
όpiου
(
∇−→U
)
P
=
(
∂
−→
U P
∂x
,
∂
−→
U P
∂y
)
,
(
∇−→U
)
Q
=
(
∂
−→
U Q
∂x
,
∂
−→
U Q
∂y
)
και M το μέσο της
κοινής piλευράς των κυψελών P και Q, όpiως φαίνεται στο σχήμα 2.5.
Ο υpiολογισμός των χωρικών piαραγώγων βασίζεται στη μέθοδο των ελαχίστων τετρα-
γώνων. Πιο συγκεκριμένα, για τον υpiολογισμό του
(
∇−→U
)
P
χρησιμοpiοιούνται οι τιμές
των άμεσων γειτόνων της κυψέλης P , το piλήθος των οpiοίων piοικίλλει αpiό τέσσερα
μέχρι οκτώ ανάλογα με την piαραγμένη piύκνωση γύρω αpiό αυτή. Στο σχήμα 2.5, για
piαράδειγμα, piαρουσιάζεται η piερίpiτωση ύpiαρξης piέντε άμεσων γειτόνων γύρω αpiό την
κυψέλη P . Με βάση αυτά, αpiό τη σχέση του Taylor piροκύpiτει για τον γείτονα Q:
−→
U Q =
−→
U P +
∂
−→
U P
∂x
∆x+
∂
−→
U P
∂y
∆y (2.37)
όpiου ∆x = xQ − xP , ∆y = yQ − yP . Χρησιμοpiοιώντας το συμβολισμό ∆−→U =−→
U Q −−→U P , αυτή η σχέση γράφεται:
∂
−→
U P
∂x
∆x+
∂
−→
U P
∂y
∆y −∆−→U = 0 (2.38)
Ορίζοντας ως συνάρτηση κόστους την εξής piοσότητα:
E =
nei(P )∑
i=1
(
∂
−→
U P
∂x
∆xi +
∂
−→
U P
∂y
∆yi −∆−→U i
)2
(2.39)
η εύρεση των χωρικών piαραγώγων ανάγεται στην ελαχιστοpiοίησή της. Οpiότε piρέpiει:
∂E
∂
(
∂
−→
U P
∂x
) = nei(P )∑
i=1
2
(
∂
−→
U P
∂x
∆xi +
∂
−→
U P
∂y
∆yi −∆−→U i
)
∆xi = 0
∂E
∂
(
∂
−→
U P
∂y
) = nei(P )∑
i=1
2
(
∂
−→
U P
∂x
∆xi +
∂
−→
U P
∂y
∆yi −∆−→U i
)
∆yi = 0
(2.40)
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Q3
P
Q5
Q1
Q2
Q4 M1
M2M3
M4
M5
Σχήμα 2.5: Η κυψέλη P και οι άμεσοι γείτονες piου λαμβάνονται υpiόψη για τον υpiο-
λογισμό των χωρικών piαραγώγων της στην piερίpiτωση piου το piλήθος αυτών είναι piέντε.
Με Mi συμβολίζεται το μέσο της κοινής piλευράς των κυψελών P και Qi.
Η σχέση (2.40) ξανά γράφεται ως εξής:
∂
−→
U P
∂x
∆xi∆xi +
∂
−→
U P
∂y
∆xi∆yi = ∆xi∆
−→
U i
∂
−→
U P
∂x
∆xi∆yi +
∂
−→
U P
∂y
∆yi∆yi = ∆yi∆
−→
U i
(2.41)
όpiου ο εpiαναλαμβανόμενος δείκτης i υpiοδηλώνει άθροιση σε όλους τους γείτονες. Σε
μορφή piινάκων η piαραpiάνω σχέση γράφεται ως εξής:
∆xi∆xi ∆xi∆yi
∆xi∆yi ∆yi∆yi


∂
−→
U P
∂x
∂
−→
U P
∂y
 =
∆xi∆−→U i
∆ui∆
−→
U i
 (2.42)
Η εpiίλυση αυτού του συστήματος piαρέχει τις τιμές των χωρικών piαραγώγων. Με αυτό
τον τρόpiο αυξάνεται η ακρίβεια του σχήματος χωρικής διακριτοpiοίησης σε 2ης τάξης.
Περιοριστής
Η χρησιμοpiοίηση σχημάτων 2ης τάξης, αν και σαφώς piιο αpiοδοτική αpiό την άpiοψη
του υpiολογιστικού κόστους, piαρουσιάζει το μειονέκτημα της εμφάνισης τοpiικών υpiε-
ρακοντίσεων λόγω piιθανών μεγάλων τιμών στις χωρικές piαραγώγους [21]. Η συνήθης
αντιμετώpiιση αυτού του φαινομένου βασίζεται στη χρήση piεριοριστών (limiters). Στον
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κώδικα piου αναpiτύχθηκε, χρησιμοpiοιήθηκε ο piεριοριστής των Barth & Jespersen [22],
σύμφωνα με τον οpiοίο η piρώτη εξίσωση (αντίστοιχα και η δεύτερη) της σχέσης (2.36)
ξαναγράφεται ως εξής:
(−→
U LPQ
)∗
=
−→
U P + ΨP
−−→
PM ·
(
∇−→U
)
P
(2.43)
όpiου με ΨP συμβολίζεται ο piεριοριστής και με
(−→
U LPQ
)∗
η τιμή των piροεκβεβλημένων
μεταβλητών μετά τη χρήση του. Ορίζοντας τις ακόλουθες piοσότητες:
−→
U min = min
(−→
U ,
−→
U Qi
)
−→
U max = max
(−→
U ,
−→
U Qi
)
−→˜
U =
−→
U LPQ
(2.44)
η σχέση piου δίνει τον piεριοριστή είναι:
ΨP,j =

1 , U˜j = UP,j
min
(
1,
Umax,j − UP.j
U˜j − UP,j
)
, U˜j > UP,j
min
(
1,
Umin,j − UP.j
U˜j − UP,j
)
, U˜j < UP,j
, j = 1, 2, 3, 4 (2.45)
και εpiιλέγεται:
ΨP = min(ΨP,j)
2.3.3 Διακριτοpiοίηση των χρονικών όρων
Χρησιμοpiοιώντας το θεώρημα μεταφοράς του Reynolds [23], η ολοκλήρωση της χρο-
νικής piαραγώγου των μεταβλητών της ροής υpiολογίζεται ως:
∫
Ωk+1P
∂
−→
U
∂t
dΩ =
∂
∂t
∫
Ωk+1P
−→
U dΩ −
∫
∂Ωk+1P
−→u k+1grid · −→n k+1
−→
U d(∂Ω) (2.46)
όpiου −→u k+1grid είναι η ταχύτητα piαραμόρφωσης του ορίου του όγκου ολοκλήρωσης τη
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χρονική στιγμή tk+1. Για την τελευταία ισχύει ότι (geometric conservation law), [24]:
∫
∂ΩP
−→u grid · −→n k+1 d(∂Ω) =
(
∂ΩP
∂t
)k+1
(2.47)
όpiου
∂ΩP
∂t
είναι ο ρυθμός μεταβολής του όγκου ελέγχου. Η σχέση (2.47) συνδέει
το ρυθμό μεταβολής του ΩP με την ταχύτητα piαραμόρφωσης του ορίου του όγκου
ελέγχου.
Χρησιμοpiοιώντας ένα σχήμα piίσω διαφόρισης στο χρόνο, 2ης τάξης ακρίβειας, η σχέση
(2.46) γράφεται:
∫
Ωk+1P
∂
−→
U
∂t
dΩ ' 1
2∆t
(
3
−→
U k+1P Ω
k+1
P − 4
−→
U kPΩ
k
P +
−→
U k−1P Ω
k−1
P
)
−
∑
Q∈nei(P )
−→
Φ grid,k+1PQ ∆s
(2.48)
όpiου
−→
U k+1P είναι οι τιμές των συντηρητικών μεταβλητών της ροής στην κυψέλη P και
Ωk+1P είναι ο όγκος ελέγχου της ίδιας κυψέλης τη χρονική στιγμή t
k+1 αντίστοιχα.
΄Ομοια, οι piοσότητες
−→
U kP , Ω
k
P αναφέρονται στη χρονική στιγμή t
k και οι piοσότητες−→
U k−1P , Ω
k−1
P στη χρονική στιγμή t
k−1.
−→
Φ gridPQ είναι το αριθμητικό διάνυσμα της ροής
λόγω της piαραμόρφωσης του ορίου του όγκου ολοκλήρωσης.
Στην piερίpiτωση ακίνητης γεωμετρίας, όpiως αυτή piου piαρουσιάζεται στο piαρόν κε-
φάλαιο, ο δεύτερος όρος της εξίσωσης (2.46) μηδενίζεται καθώς ισχύει −→u grid = −→0 .
Ο τρόpiος χειρισμού αυτού του όρου, σε piεριpiτώσεις κινούμενων ορίων, εξετάζεται
λεpiτομερώς στο κεφάλαιο 3.
2.3.4 Εpiιβολή οριακών συνθηκών
Στερεά όρια
Ο τύpiος της οριακής συνθήκης piου εpiιβάλλεται στα στερεά όρια υpiαγορεύεται αpiό τη
φυσική της ροής. Εpiειδή λοιpiόν έχει γίνει η υpiόθεση ατριβούς ροής, εpiιβάλλεται η
συνθήκη μη-εισχώρησης:
(−→u −−→u grid) · −→n = −→0 (2.49)
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Συνεpiώς, όταν η γεωμετρία είναι ακίνητη, αpiό την εξίσωση (2.20) piροκύpiτει:
−→
Φ invwall =

0
pnx
pny
0
 (2.50)
Η σχέση αυτή δείχνει ότι οι μοναδικές δυνάμεις piου ασκούνται, σε ατριβή ροή, στο
στερεό τοίχωμα είναι οι δυνάμεις piίεσης, οι οpiοίες είναι κάθετες σε αυτό.
Ο τρόpiος εφαρμογής της οριακής συνθήκης είναι έμμεσος. Με άλλα λόγια, αν η
κυψέλη P τέμνεται αpiό κάpiοιο στερεό όριο τότε γίνεται piροεκβολή των τιμών των
συντηρητικών μεταβλητών αpiό το βαρύκεντρο P στο μέσο του στερεού ορίου μέσω
της σχέσης του Taylor (σχήμα 2.6):
−→
U B =
−→
U P +
−−→
PB ·
(
∇−→U
)
P
(2.51)
Οι τιμές αυτές χρησιμοpiοιούνται για να εpiιβληθεί, μέσω της σχέσης (2.50) στην piλευρά
του στερεού ορίου το διάνυσμα της ατριβούς ροής.
B
P
Solid
Immersed Boundary
Σχήμα 2.6: Εφαρμογή της οριακής συνθήκης για την κυψέλη P , μέσω piροεκβολής
των τιμών των συντηρητικών μεταβλητών στο μέσο B του στερεού ορίου.
Εpi΄ άpiειρο όρια του χωρίου εpiίλυσης
Στα όρια του χωρίου εpiίλυσης έχει χρησιμοpiοιηθεί η τεχνική του ψευδόκομβου. Σε
κάθε piλευρά κάθε οριακής κυψέλης αντιστοιχεί ένας ψευδόκομβος, ο οpiοίος βρίσκεται
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εξωτερικά του υpiολογιστικού χωρίου. Σε αυτούς τους ψευδόκομβους εpiιβάλλονται, με
συνθήκη Dirichlet, οι τιμές των piρωτευουσών μεταβλητών της ροής. ΄Ετσι, είναι piλέον
δυνατός ο υpiολογισμός του αριθμητικού διανύσματος της ροής piου εισέρχεται/εξέρχε-
ται στον/αpiό τον όγκο ελέγχου αpiό την οριακή piλευρά της κυψέλης εφαρμόζοντας το
σχήμα του Roe (εξίσωση (2.32)) μεταξύ αυτής και του αντίστοιχου ψευδόκομβου.
2.4 Εpiαναληpiτικός αλγόριθμος εpiίλυσης
Θεωρώντας ακίνητη τη γεωμετρία
(−→
Φ grid,k+1PQ =
−→
0
)
, μετά την αντικατάσταση των εκ-
φράσεων (2.15) και (2.48) στην εξίσωση (2.11), piροκύpiτει:
−→
RP = −
∑
Q∈nei(P )
−→
Φ k+1PQ ∆s+
1
2∆t
(
3
−→
U k+1P Ω
k+1
P − 4
−→
U kPΩ
k
P +
−→
U k−1P Ω
k−1
P
)
=
−→
0
(2.52)
όpiου
−→
Φ k+1PQ =
−→
Φ inv,k+1PQ είναι το αριθμητικό διάνυσμα της ροής piου διαpiερνά την εpiι-
φάνεια των Ωk+1P , Ω
k+1
Q .
Για την εpiίλυση αυτού του συστήματος χρησιμοpiοιείται η τεχνική του διpiλού χρονικού
βήματος (dual time stepping). Πιο συγκεκριμένα, η εpiίλυση για κάθε piραγματική
χρονική στιγμή θεωρείται ως ένα χρονικά μόνιμο piρόβλημα (με εμβόλιμους όρους piηγής
για τη χρονική μεταβολή). Ο όρος «dual time» δικαιολογείται αpiό το γεγονός ότι στις
εξισώσεις του συστήματος εισάγεται εpiιpiλέον ένας ψευδο-χρονικός όρος (piαρόλο piου
η ροή θεωρείται χρονικά μόνιμη σε κάθε βήμα) piροκειμένου το σύστημα να αpiοκτήσει
υpiερβολική μορφή στο χωρο-χρόνο και να εκμεταλλευτούμε τα οφέλη piου piροκύpiτουν
αpiό την ενίσχυση της διαγώνιας κυριαρχίας.
Εpiιpiλέον, σε κάθε piραγματική χρονική στιγμή το σύστημα των διακριτοpiοιημένων
εξισώσεων (2.52), όντας μη γραμμικό, piρέpiει να γραμμικοpiοιηθεί για να εpiιλυθεί. Η
διαδικασία μέσω της οpiοίας piραγματοpiοιείται η εpiίλυση ονομάζεται δέλτα-διατύpiωση
(Δ-formulation) και piεριγράφεται στη συνέχεια.
Σε κάθε piραγματική χρονική, το piεδίο των συντηρητικών μεταβλητών piου αpiοτελεί
λύση των εξισώσεων (2.52) συμβολίζεται με
−→
U∗. Ισχύει, δηλαδή,
−→
RP
(−→
U∗
)
=
−→
0 για
όλες τις υpiολογιστικές κυψέλες P . Η διαδικασία της εpiίλυσης ξεκινά με ένα τυχαίο
piεδίο
−→
U για το οpiοίο οι piεδιακές εξισώσεις δεν εpiαληθεύονται, δηλαδή
−→
RP
(−→
U
)
6= −→0 .
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Αν με ∆
−→
U συμβολίσουμε τη διανυσματική διαφορά μεταξύ της λύσης και του τυχαίου
piεδίου
(
∆
−→
U =
−→
U∗ −−→U ⇒ −→U∗ = −→U +∆−→U
)
τότε αpiό το θεώρημα Taylor piροκύpiτει:
−→
RP
(−→
U∗
)
=
−→
0 ⇔
−→
RP
(−→
U +∆
−→
U
)
=
−→
0 ⇔
−→
RP
(−→
U
)
+
∂
−→
RP
∂
−→
U
∆
−→
U +O
(
∆
−→
U 2
)
=
−→
0 ⇒
∂
−→
RP
∂
−→
U
∆
−→
U = −−→RP
(−→
U
)
(2.53)
Αυτή η έκφραση έχει μια μορφή piου συναντάται piολύ συχνά στην εpiίλυση piροβλημάτων
με αριθμητικές μεθόδους και η οpiοία αpiοδίδεται με την piαρακάτω συμβολική εξίσωση:[
NUMERICS
]
∆
−→
U =
[
PHY SICS
]
Αυτό το οpiοίο κωδικοpiοιεί η piαραpiάνω έκφραση είναι ότι το
[
PHY SICS
]
σχετίζεται
με την ακρίβεια και τη μέθοδο διακριτοpiοίησης του piροβλήματος, ενώ η εpiιλογή του[
NUMERICS
]
έχει να κάνει αpiοκλειστικά με τις ιδιότητες σύγκλισης piου έχει η
εpiαναληpiτική μέθοδος εpiίλυσης piου θα χρησιμοpiοιηθεί.
Εpiιστρέφοντας στον αλγόριθμο εpiίλυσης, piαρατίθενται για λόγους piληρότητας τα ε-
μpiλεκόμενα διανύσματα. ΄Ετσι, αν το υpiολογιστικό χωρίο piεριέχει m κυψέλες τότε:
−→
R =
[ −→
R 1 ,
−→
R 2 , ... ,
−→
Rm−1 ,
−→
Rm
]T
(2.54)
∆
−→
U =
[
∆
−→
U 1 , ∆
−→
U 2 , ... , ∆
−→
U m−1 , ∆
−→
U m
]T
(2.55)
∂
−→
R
∂
−→
U
=

4m︷ ︸︸ ︷
∂
−→
R 1
∂
−→
U 1
∂
−→
R 1
∂
−→
U 2
· · · ∂
−→
R 1
∂
−→
U m
∂
−→
R 2
∂
−→
U 1
∂
−→
R 2
∂
−→
U 2
· · · ∂
−→
R 2
∂
−→
U m
...
...
...
...
∂
−→
Rm
∂
−→
U 1
∂
−→
Rm
∂
−→
U 2
· · · ∂
−→
Rm
∂
−→
U m


4m (2.56)
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όpiου ο τελευταίος piίνακας είναι διάστασης 4m x 4m καθώς το κάθε
∂
−→
R i
∂
−→
U j
έχει διάσταση
4x4.
΄Οpiως είναι piροφανές αpiό τις σχέσεις (2.52) και (2.53), piρέpiει να υpiολογιστεί το δι-
άνυσμα των συντηρητικών μεταβλητών
−→
U για το οpiοίο μηδενίζεται το υpiόλοιpiο ή δια-
φορετικά ∆
−→
U =
−→
0 . Με βάση αυτό, piροκύpiτει εpiίσης το συμpiέρασμα ότι το «λάθος»
piου εισάγεται με την piροσθήκη του ψευδο-χρονικού όρου δεν εpiηρεάζει τη λύση του
piροβλήματος καθώς όταν θα έχει βρεθεί το ∆
−→
U =
−→
0 θα ισχύει εpiίσης
−→
RP =
−→
0
ανεξάρτητα αpiό την τιμή του
[
NUMERICS
]
τμήματος.
Στη συνέχεια, υpiολογίζονται οι όροι του
∂
−→
RP
∂
−→
U
διατηρώντας τον δείκτη k για τις piραγ-
ματικές χρονικές στιγμές και χρησιμοpiοιώντας τον δείκτη n για τις ψευδο-χρονικές.
Ο ψευδο-χρονικός όρος piου piροστίθεται στις εξισώσεις Euler (ολοκληρωμένες στον
piεpiερασμένο όγκο piου ορίζεται αpiό την κυψέλη P (2.52)) έχει τη μορφή:
(
∂
−→
U
∂t
)n+1
P
Ωcell (2.57)
Διακριτοpiοιώντας αυτή την έκφραση με σχήμα piρώτης τάξης ακρίβειας στο χρόνο
piροκύpiτει:
(
∂
−→
U
∂t
)n+1
P
Ωcell =
−→
U n+1 −−→U n
∆t
Ωcell
∣∣∣∣
P
=
∆
−→
U n+1
∆t
Ωcell
∣∣∣∣
P
(2.58)
Για εpiιτάχυνση της σύγκλισης εφαρμόζεται η τεχνική του τοpiικού ψευδο-χρονικού
βήματος [25]. Το ψευδο-χρονικό βήμα για κάθε κυψέλη piροκύpiτει μέσω της συνθήκης
Courant–Friedrichs–Lewy [26] ως εξής:
∆tP = CFL
ΩPcell
C
(2.59)
όpiου CFL είναι ο αριθμός Courant–Friedrichs–Lewy και ο όρος C υpiολογίζεται αpiό
τη σχέση:
C =
(|uPi | + cP ) SPi (2.60)
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όpiου ο διpiλός δείκτης i υpiοδηλώνει άθροιση και SPi είναι η piροβολή όλων των τμημάτων
piου αpiαρτίζουν τα όρια του όγκου ελέγχου της κυψέλης P κατά την κατεύθυνση i,
δηλαδή:
SPi =
1
2
∑
Q∈nei(P )
∣∣nPQi ∣∣ (2.61)
Εpiίσης, αξίζει να αναφερθεί ότι καθώς το σχήμα είναι σημειακά piεpiλεγμένο (point-
Implicit), ο αριθμός αυτός μpiορεί να λάβει τιμές σημαντικά μεγαλύτερες της μονάδας,
οδηγώντας σε μεγαλύτερα ψευδο-χρονικά βήματα.
Για τους διαγώνιους όρους του μητρώου
∂
−→
R
∂
−→
U
, μέσω των (2.52) και (2.59) piροκύpiτουν
τα ακόλουθα:
∂
−→
RP
∂
−→
U n+1P
=
∑
Q∈nei(P )
1
2
(
AP +
∣∣∣A˜PQ∣∣∣) ∆sPQ + 3Ωk+1P2∆t I4x4 + Ωcell∆t I4x4 (2.62)
όpiου I4x4 ο μοναδιαίος piίνακας διάστασης 4. Η σχέση αυτή piαραμένει ανεξάρτητη της
τάξης ακρίβειας της χωρικής διακριτοpiοίησης. Αυτό το μητρώο συμβολίζεται με [D]nP
καθώς υpiολογίζεται με τις τιμές των
−→
U n σε κάθε ψευδο-χρονική στιγμή. Αντίστοιχα,
piροκύpiτει και το μητρώο για τους μη-διαγώνιους όρους:
[offD]nPQ =
∂
−→
RP
∂
−→
U n+1Q
=
1
2
(
AQ −
∣∣∣A˜PQ∣∣∣) ∆sPQ (2.63)
Εpiομένως, η εξίσωση (2.53) γράφεται:
[D]nP ∆
−→
U n+1P +
∑
Q∈nei(P )
[offD]nPQ∆
−→
U n+1Q = −
−→
R nP (2.64)
2.4. Εpiαναληpiτικός αλγόριθμος εpiίλυσης 31
ή σε μορφή piινάκων:
[D]n1 · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
...
...
...
...
...
...
...
· · · [offD]nPQ · · · [D]nP · · · [offD]nPQ′ · · ·
...
...
...
...
...
...
...
· · · · · · · · · · · · · · · · · · [D]nm


∆
−→
U n+11
...
∆
−→
U n+1P
...
∆
−→
U n+1m

= −

−→
R n1
...
−→
R nP
...
−→
R nm

(2.65)
Η εpiίλυση του συστήματος αυτού με αpi΄ ευθείας αντιστροφή του μητρώου των συντε-
λεστών είναι αpiαγορευτική αpiό piλευράς υpiολογιστικού κόστους, εξαιτίας του μεγάλου
μεγέθους του μητρώου (pi.χ. 104 × 104). Εpiιpiλέον, piάρα piολλά αpiό τα στοιχεία του
μητρώου αυτού είναι μηδενικά, καθώς κάθε κόμβος εpiηρεάζεται άμεσα μόνο αpiό τους
γειτονικούς του και όχι αpiό όλους τους κόμβους του piλέγματος. Ωστόσο, εpiειδή το
piλέγμα piου χρησιμοpiοιείται είναι μη-δομημένο, το μητρώο δεν έχει μpiλοκ-διαγώνια
μορφή (δηλαδή τα μη-μηδενικά στοιχεία δεν είναι διατεταγμένα σε διαγωνίους) και
εpiομένως δεν μpiορούν να χρησιμοpiοιηθούν οι τεχνικές ταχείας εpiίλυσης τέτοιων συ-
στημάτων. Για τους piαραpiάνω λόγους, χρησιμοpiοιείται ο εpiαναληpiτικός αλγόριθμος
Jacobi, (Παράρτημα Αʹ), [27].
Για το σκοpiό αυτό, η εξίσωση (2.64) γράφεται:
[D]P ∆
−→
U newP = −
−→
RP −
∑
Q∈nei(P )
[offD]PQ∆
−→
U oldQ (2.66)
ή
∆
−→
U newP = [D]
−1
P
−−→RP − ∑
Q∈nei(P )
[offD]PQ∆
−→
U oldQ
 (2.67)
όpiου τα μητρώα [D]−1P ,
−→
RP και [offD]PQ υpiολογίζονται στην τρέχουσα ψευδο-
χρονική στιγμή n.
Ο εpiαναληpiτικός αλγόριθμος εpiίλυσης του piροβλήματος έχει λοιpiόν ως εξής:
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 Βήμα 1:
Γίνεται αρχικοpiοίηση του διανύσματος των συντηρητικών μεταβλητών της ροής−→
U 0 για κάθε κόμβο του piλέγματος.
 Βήμα 2:
΄Εναρξη της χρονικής εpiαναληpiτικής διαδικασίας (k ← 1) με −→U k = −→U 0.
 Βήμα 3:
΄Εναρξη της ψευδο-χρονικής εpiαναληpiτικής διαδικασίας (n← 1) με −→U n = −→U 0.
 Βήμα 4:
Χρησιμοpiοιώντας τα τρέχοντα
−→
U k ,
−→
U n υpiολογίζονται τα [D]−1P ,
−→
RP και
[offD]PQ για κάθε κυψέλη P , ενώ τίθεται ∆
−→
U old =
−→
0 .
 Βήμα 5:
΄Εναρξη της Jacobi (εσωτερικής) εpiαναληpiτικής διαδικασίας (i← 1).
 Βήμα 6:
Εφαρμόζοντας τη σχέση (2.67) για κάθε κυψέλη P (όpiου χρησιμοpiοιείται το
τρέχον ∆
−→
U old) υpiολογίζονται τα ∆
−→
U new.
 Βήμα 7:
Αν i < ijacobi, τότε: ∆
−→
U old ← ∆−→U new , i← i+ 1 και εpiιστροφή στο βήμα 6.
 Βήμα 8:
Τερματισμός της Jacobi και ανανέωση του διανύσματος των συντηρητικών μετα-
βλητών σύμφωνα με τη σχέση
−→
U n+1 =
−→
U n +∆
−→
U new.
 Βήμα 9:
Χρησιμοpiοιώντας το
−→
U n+1, υpiολογίζονται τα τοpiικά υpiόλοιpiα RP για κάθε κυ-
ψέλη P και στη συνέχεια η RMS τιμή τους, η οpiοία συγκρίνεται με το κριτήριο
σύγκλισης piου έχει δώσει ο χρήστης. Αν piροκύψει μικρότερη αpiό αυτό, τότε:−→
U n ← −→U n+1 , n← n+ 1 και εpiιστροφή στο βήμα 4.
 Βήμα 10:
Αν ο piραγματικός χρόνος είναι μικρότερος του μέγιστου χρόνου εpiίλυσης piου
έχει δώσει ο χρήστης, τότε:
−→
U k ← −→U n , k ← k + 1 και εpiιστροφή στο βήμα 3.
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 Βήμα 11:
Τερματισμός του αλγορίθμου.
΄Οpiως είναι φανερό αpiό τον piαραpiάνω αλγόριθμο, για την εpiίλυση του piροβλήματος
piραγματοpiοιείται τριpiλή εpiαναληpiτική διαδικασία. Μια εσωτερική (Jacobi) για τον
υpiολογισμό του ∆
−→
U , μια εpiανάληψη στον ψευδο-χρόνο και, τέλος, μια εξωτερική ε-
piανάληψη στον piραγματικό χρόνο της εpiίλυσης. Το ijacobi είναι ένας αριθμός piου έχει
ορισθεί αpiό τον piρογραμματιστή και αpiοτελεί τον αριθμό των εσωτερικών εpiαναλήψε-
ων piου θα εκτελεστούν piροκειμένου να εpiιλυθεί το σύστημα της σχέσης (2.63), σε
κάθε ψευδο-χρονικό βήμα. Με άλλα λόγια, δεν υpiάρχει κάpiοιο εσωτερικό κριτήριο
σύγκλισης, αλλά εκτελείται συγκεκριμένος αριθμός εpiαναλήψεων (15 στην piερίpiτωσή
μας).
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Κεφάλαιο 3
Διακριτοpiοίηση χρονικού όρου σε
ροές με κινούμενα στερεά όρια
3.1 Εισαγωγικά σχόλια
Ο αpiώτερος σκοpiός της ανάpiτυξης μεθόδων μη-οριόδετων piλεγμάτων είναι η εpiίλυση
ροών γύρω αpiό κινούμενα σώματα με piολύpiλοκες γεωμετρίες. Ωστόσο, μια ανεpiι-
θύμητη ιδιότητά τους, η οpiοία έχει εpiισημανθεί αpiό νωρίς στη βιβλιογραφία [6, 13, 14]
και είναι σύμφυτη με τον τρόpiο piου είναι δομημένες, έχει να κάνει με την εμφάνιση
μη-φυσικών χρονικών ταλαντώσεων στο piεδία των μεταβλητών της ροής (spurious o-
scillations). Αυτές οι ταλαντώσεις αντιμετωpiίστηκαν κατά τη φάση της ανάpiτυξης του
piαρόντος λογισμικού ενώ κρίθηκε ότι, για την οικονομία της ανάγνωσης, δεν χρειάζε-
ται να ενσωματωθούν τέτοια μη-αpiοδεκτά αpiοτελέσματα στην εργασία αλλά να δοθεί
έμφαση αpiευθείας στην αντιμετώpiιση του piροβλήματος και στα αpiοδεκτά αpiοτελέσματα
piου τελικά υpiολογίστηκαν.
Η piρωταρχική αιτία αυτών των ταλαντώσεων εντοpiίζεται στο γεγονός ότι σε ροές με
κινούμενα στερεά όρια, υpiάρχουν κυψέλες του υpiολογιστικού χωρίου piου κάpiοιες χρο-
νικές στιγμές ανήκουν στο ρευστό ενώ άλλες στο στερεό. Αυτή η διαφοροpiοίηση του
ρόλου των κυψελών έχει ως αpiοτέλεσμα την εμφάνιση μη-φυσικών piηγών/καταβοθρών
στη ροή οι οpiοίες οδηγούν σε ταλαντώσεις.
Με βάση αυτά, στο piαρόν κεφάλαιο, εpiιχειρείται μια piοιοτική διερεύνηση της διαδι-
κασίας γένεσης ταλαντώσεων σε ένα καρτεσιανό piλέγμα. Η διερεύνηση αυτή είναι
στηριγμένη σε μεγάλο βαθμό στην ανάλυση piου piαρουσιάζεται στο άρθρο [6].
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Εpiιpiλέον, στηριζόμενοι στον κώδικα piου αναpiτύχθηκε στο κεφάλαιο 2 για την εpiίλυση
μη-μόνιμων ροών με τη μέθοδο των piεpiερασμένων όγκων, αναpiτύσσεται μια μεθοδο-
λογία για τον χειρισμό ροών με κινούμενα στερεά όρια και ταυτόχρονη ελαχιστοpiοίηση
αυτών των ταλαντώσεων. ΄Οpiως θα δειχθεί στο εpiόμενο κεφάλαιο, τα αpiοτελέσματα
κρίνονται αρκούντως ικανοpiοιητικά.
3.2 Αιτίες ταλαντώσεων των piεδίων των ρο-
ϊκών μεγεθών σε μια μέθοδο IB
Για την εξακρίβωση της αιτίας δημιουργίας ταλαντώσεων στο piεδίο piιέσεων μιας με-
θόδου IB θα εξεταστεί η αpiλή piερίpiτωση κυκλικής γεωμετρίας του σχήματος 3.1 [6].
Σε αυτό έχει γίνει η αpiλουστευτική piαραδοχή ότι αν το βαρύκεντρο μιας υpiολογιστικής
κυψέλης δεν βρίσκεται εντός του «βυθισμένου» σώματος τότε αυτή αpiοτελεί εξ΄ ολο-
κλήρου κομμάτι του ρευστού, ενώ η διακριτοpiοίηση του υpiολογιστικού χωρίου είναι
ομοιόμορφη δημιουργώντας piαντού σε αυτό κυψέλες ίδιου μεγέθους.
΄Εστω, λοιpiόν, μια εpiιφάνεια ελέγχου, η οpiοία piερικλείεται αpiό την καμpiύλη σCV
(σχήμα 3.1). Θεωρώντας εpiίσης, ότι το ρευστό είναι ασυμpiίεστο, η διατήρηση του
όγκου του ρευστού στην εpiιφάνεια ελέγχου, ικανοpiοιείται αν ισχύει η ακόλουθη ε-
ξίσωση:
∫
σIB
−→ub · −→n dA +
∫
σCV
−→u · −→n dA = 0 (3.1)
όpiου σIB είναι η καμpiύλη piου piερικλείει την εpiιφάνεια του «βυθισμένου» σώματος,
−→ub η
ταχύτητα στο όριο του «βυθισμένου» σώματος, −→u η ταχύτητα την εpiιφάνειας ελέγχου
και −→n το κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα στην εpiιφάνεια του «βυθισμένου» σώματος όpiως
φαίνεται στο σχήμα 3.1.
Χρησιμοpiοιώντας το θεώρημα της αpiόκλισης, η (3.1) γράφεται:
−dΩIB
dt
+
∫
σCV
−→u · −→n dA = 0 (3.2)
όpiου ΩIB είναι η εpiιφάνεια του «βυθισμένου» σώματος. Γράφοντας λίγο διαφορετικά
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Σχήμα 3.1: Στερεό σώμα κυκλικής γεωμετρίας «βυθισμένο» σε καρτεσιανό piλέγμα.
Με σIB συμβολίζεται η εpiιφάνεια του «βυθισμένου» σώματος. Με σSS συμβολίζεται η
piροσεγγιστική εpiιφάνεια του στερεού ορίου ενώ με σCV αναpiαρίσταται ο όγκος ελέγχου.
Τέλος, η σκιασμένη piεριοχή δείχνει τις κυψέλες του στερεού [6].
τον piρώτο όρο αυτής της εξίσωσης piροκύpiτει:
−
(
∆Ω
∆t
)k+1
(qk+1 − qk) +
∫
σSS
−→uf · −→n dA +
∫
σCV
−→u · −→n dA ' 0 (3.3)
όpiου qk είναι ο συνολικός αριθμός των κυψελών του στερεού τη χρονική στιγμή k, ∆Ω
είναι η εpiιφάνεια κάθε κυψέλης, ∆t είναι το χρονικό βήμα ενώ ο δείκτης f υpiοδηλώνει
τιμές στο όριο του στερεού piου έχει τη μορφή σκαλοpiατιού. Αυτή η σχέση μέσω
αντικατάστασης αpiό τη σχέση (3.1) και μετά την αναδιάταξη των όρων γράφεται:(
∆Ω
∆t
)k+1
(qk+1 − qk) +
∫
σIB
−→ub · −→n dA −
∫
σSS
−→uf · −→n dA ' 0 (3.4)
Με σκοpiό λοιpiόν να εκτιμηθεί το σφάλμα piου piροκαλεί στο νόμο διατήρησης του
όγκου μια τέτοια μέθοδος, η εξίσωση (3.2) μέσω της σχέσης (3.4) γράφεται ξανά ως
εξής:
−dΩIB
dt
+
∫
σCV
−→u ·−→n dA =
(
∆Ω
∆t
)k+1
(qk+1−qk) +
∫
σIB
−→ub · −→n dA −
∫
σSS
−→uf · −→n dA

(3.5)
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Σε αυτήν την εξίσωση, το δεξί μέλος αpiοτελεί το ζητούμενο σφάλμα. Οι όροι μέσα
στις αγκύλες εκτιμώνται ως εξής:∫
σIB
−→ub · −→n dA −
∫
σSS
−→uf · −→n dA =
∑
faces
(−→ub · −→nb δA−−→uf · −→nf∆A) =
∆A
∑
faces
(−→ub · −→nb (−→nf · −→nb)− [−→ub + (−→d · −→∇)−→u + · · · ] · −→nf) '
−∆A
∑
faces
−→ub · (−→nf −−→nb (−→nf · −→nb))−∆A
∑
faces
(−→
d · −→∇
)−→u · −→nf
(3.6)
όpiου ∆A είναι η εpiιφάνεια κάθε κυψέλης, δA είναι η piροβολή της ∆A piάνω στο στερεό
όριο,
−→
d είναι το διάνυσμα piου ενώνει το μέσο της δA με το μέσο της ∆A και −→nf και
−→nb είναι τα μοναδιαία κάθετα διανύσματα στην εpiιφάνεια της κυψέλης και στο στερεό
όριο αντίστοιχα. Η γεωμετρία μιας οριακής κυψέλης αpiεικονίζεται στο σχήμα 3.2.
Σχήμα 3.2: Προβολή της εpiιφάνειας της κυψέλης ∆A στην εpiιφάνεια του στερεού
ορίου δA [6].
Με αντικατάσταση στην (3.5) piροκύpiτει:
−dΩIB
dt
+
∫
σCV
−→u · −→n dA =
(
∆Ω
∆t
)k+1
(qk+1 − qk)︸ ︷︷ ︸
SV
−∆A
∑
faces
−→ub · (−→nf −−→nb (−→nf · −→nb))−∆A
∑
faces
(−→
d · −→∇
)−→u · −→nf︸ ︷︷ ︸
Sσ
(3.7)
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όpiου στο δεξί μέλος βρίσκεται το εκτιμώμενο σφάλμα. Ο piρώτος όρος του συμβολίζεται
με SV , οφείλεται στη μεταβολή του αριθμού των κυψελών piου ανήκουν στο ρευστό και
αpiοτελεί ουσιαστικά έναν όρο piηγής piου δεν αντιστοιχεί στη φυσική της ροής.
Αναφορικά με τους υpiόλοιpiους δύο όρους (με κοινό συμβολισμό Sσ), αυτοί σχετίζονται
με το γεγονός ότι το όριο του «βυθισμένου» σώματος δεν ταυτίζεται με το piροσεγ-
γιστικό στερεό όριο piου αναγνωρίζει ο εpiιλύτης (στην ανάλυση piου piροηγήθηκε το
όριο δίνεται με μορφή σκαλοpiατιού). Φυσικά, το σφάλμα αυτό στην αpiλουστευμένη
piερίpiτωση piου εξετάστηκε είναι piολύ μεγάλο λόγω των piαραδοχών piου piραγματοpiοι-
ήθηκαν (ενδεικτικά για έναν κύκλο ακτίνας R όpiως αυτός piου εικονίζεται στο σχήμα
3.1 είναι
∫
σIB
dA = 2piR ενώ
∫
σSS
dA ' 8R). Εντούτοις, ακόμη και σε piραγματικούς
κώδικες, όpiως αυτός piου αναpiτύχθηκε στο κεφάλαιο 2, το σφάλμα Sσ piαραμένει και
μάλιστα σε γεωμετρίες με μεγάλες καμpiυλότητες γίνεται σημαντικό καθώς το στερεό
όριο piροσεγγίζεται μέσω ευθυγράμμου τμήματος στο εσωτερικό της κάθε κυψέλης.
Τέλος, μια αιτία piαραγωγής ταλαντώσεων, ανεξάρτητη αpiό τα γεωμετρικά χαρακτηρι-
στικά υλοpiοίησης της μεθόδου IB, είναι η εμφάνιση νέων κυψελών στο ρευστό, όpiως
φαίνεται στο σχήμα 3.3. Σε αυτές τις κυψέλες, εpiειδή δεν διατηρούν κάpiοια «ιστορία»
της ροής piρέpiει να δοθούν τιμές για τις piροηγούμενες χρονικές στιγμές μέσω κάpiοιας
διαδικασίας piροεκβολής. Αυτό το γεγονός έχει ως αpiοτέλεσμα οι νέες κυψέλες να
λειτουργούν ως piηγές/καταβόθρες piαράγοντας ταλαντώσεις στα piεδία γύρω αpiό την
αεροτομή.
Σχήμα 3.3: Κίνηση του στερεού ορίου στην οpiοία με F και D συμβολίζονται τα κελιά
piου τη νέα χρονική στιγμή εισέρχονται στο ρευστό και εξέρχονται αpiό αυτο αντίστοιχα
[6].
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3.3 Μέθοδος υpiολογισμού του χρονικού όρου
σε μια μέθοδο Cut-Cell
Η διαδικασία της εpiίλυσης της ροής σε φαινόμενα με κινούμενα στερεά όρια βασίζε-
ται στην αpiλή piαραδοχή ότι κατά το piέρασμα αpiό μια χρονική στιγμή στην εpiόμενη
δεν εμφανίζονται στο ρευστό κυψέλες οι οpiοίες να μην έχουν αpiό την piροηγούμενη
χρονική στιγμή κάpiοια γειτονική κυψέλη στο ρευστό. Με τον όρο «γειτονική κυψέλη»
εννοούνται οι οκτώ κυψέλες piου piεριβάλλουν μια κυψέλη (υpiοθέτοντας ότι κοντά στο
στερεό όριο το piλέγμα είναι piαντού ομοιόμορφο) όpiως φαίνονται στο σχήμα 3.4.
P
N
1
N
2
N
3
N
4
N
5
N
6
N
7
N
8
Σχήμα 3.4: Η κυψέλη P και οι οκτώ γείτονές της.
Αυτή η piαραδοχή έχει δύο piλεονεκτήματα. Κατά piρώτον, ελαχιστοpiοιεί το σφάλμα
SV , όpiως αναpiτύχθηκε στην piροηγούμενη piαράγραφο, καθώς με την αpiοκάλυψη στο
ρευστό μιας μόνο «στρώσης» κυψελών οι αριθμοί qk+1 και qk είναι αρκετά κοντά, αν
όχι ίδιοι. Εpiιpiλέον, η piροεκβολή των ροϊκών piοσοτήτων των γειτόνων στην εμφανι-
σθείσα κυψέλη γίνεται με το μικρότερο δυνατό σφάλμα καθώς οι κυψέλες των γειτόνων
βρίσκονται εγγύτερα σε αυτήν.
Το μειονέκτημα αυτής της μεθόδου έγκειται στο γεγονός ότι, όταν το piλέγμα γίνει piολύ
piυκνό, piροκειμένου να ικανοpiοιείται η piαραpiάνω piαραδοχή, piρέpiει το χρονικό βήμα να
γίνει piολύ μικρό, αυξάνοντας σημαντικά το χρόνο εpiίλυσης. ΄Ομως στην piερίpiτωση του
μεθόδου piου αναpiτύχθηκε στο κεφάλαιο 2, εpiειδή το σχήμα piου χρησιμοpiοιήθηκε είναι
σημειακά piεpiλεγμένο, εpiιτρέpiει μεγάλα ψευδο-χρονικά βήματα τα οpiοία αντισταθμίζουν
τη μείωση του piραγματικού χρονικού βήματος.
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Στη συνέχεια piαρατίθεται για λόγους piληρότητας η εξίσωση (2.46):
∫
Ωk+1P
∂
−→
U
∂t
dΩ =
∂
∂t
∫
Ωk+1P
−→
U dΩ
︸ ︷︷ ︸
−→
V
−
∫
∂Ωk+1P
−→u k+1grid · −→n k+1
−→
U d(∂Ω)
︸ ︷︷ ︸
−→
S
(3.8)
όpiου με
−→
V συμβολίζεται ο ογκικός όρος, η διακριτοpiοίηση του οpiοίου έγινε στο κε-
φάλαιο 2, ενώ με
−→
S συμβολίζεται ο εpiιφανειακός όρος, ο οpiοίος υpiολογίζεται στην
ακόλουθη υpiοενότητα.
3.3.1 Υpiολογισμός του εpiιφανειακού όρου
−→
S
Το
−→
S γράφεται:
−→
S =
∫
Sfluid
−→u k+1grid · −→n k+1
−→
U d(∂Ω) +
∫
Swall
−→u k+1grid · −→n k+1
−→
U d(∂Ω) (3.9)
όpiου ο piρώτος όρος αναφέρεται στις piλευρές της τεμνόμενης κυψέλης piου ανήκουν
στο ρευστό και μηδενίζεται καθώς αυτές οι piλευρές ανήκουν στο ακίνητο καρτεσιανό
piλέγμα οpiότε ισχύει −→u k+1grid =
−→
0 , ενώ ο δεύτερος όρος αναφέρεται στην piλευρά της
τεμνόμενης κυψέλης piου ταυτίζεται με το στερεό όριο. Συνεpiώς, piροκύpiτει:
−→
S =
∫
Swall
−→u k+1grid · −→n k+1
−→
U d(∂Ω) (3.10)
Ο υpiολογισμός αυτού του διανύσματος μpiορεί να piραγματοpiοιηθεί με δύο τρόpiους οι
οpiοίοι piεριγράφονται στη συνέχεια. Ο piρώτος στηρίζεται στην αpi΄ ευθείας διακριτο-
piοίηση της piαραpiάνω σχέσης για μια τυχαία κυψέλη P οpiότε piροκύpiτει:
−→
S =
(−→u k+1w · −→n k+1)−→U w ∆s (3.11)
όpiου −→u k+1w είναι η ταχύτητα του στερεού ορίου, η οpiοία υpiολογίζεται αναλυτικά μέσω
του νόμου της κίνησης piου εpiιβάλλεται στην γεωμετρία, −→n k+1 είναι το κάθετο μονα-
διαίο διάνυσμα στο μέσο της piλευράς του στερεού ορίου,
−→
U w είναι το διάνυσμα των
συντηρητικών μεταβλητών της ροής piάνω στον τοίχο και το οpiοίο piροσεγγίζεται αpiό
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τη σχέση του Taylor ως
−→
U w =
−→
U P +
−→
Pw ·
(
∇−→U
)
P
. Τέλος, ∆s είναι το μήκος της
piλευράς του στερεού ορίου piου τέμνει την κυψέλη με βαρύκεντρο το σημείο P .
Σε αυτήν την piερίpiτωση το διάνυσμα piου piροστίθεται στη διαγώνιο του piίνακα συντε-
λεστών του συστήματος εpiίλυσης έχει την αpiλή μορφή:
−→
S D =
(−→u k+1w · −→n k+1) ∆s (3.12)
Ο δεύτερος τρόpiος υpiολογισμού του
−→
S βασίζεται στη σχέση (2.47), σύμφωνα με την
οpiοία piροκύpiτει:
−→
S =
∆Ω
∆t
−→
U w =
∆Ω
∆t

%
%u
%v
E

w
(3.13)
Για την εύρεση του διανύσματος piου piρέpiει να piροστεθεί στη διαγώνιο, οι συνιστώσες
των ταχυτήτων του ρευστού αναλύονται στη γενική piερίpiτωση ως εξής:
u = ut cosθ + un sinθ
v = vt cosθ + vn sinθ
(3.14)
όpiου οι δείκτες t και n συμβολίζουν την εφαpiτόμενη και κάθετη διεύθυνση ως piρος
το στερεό τοίχωμα αντίστοιχα. Λόγω της συνθήκης μη-εισχώρησης (un = vn = 0), η
ταχύτητα του ρευστού piάνω στο τοίχωμα γράφεται:
uf,w = ut cosθ
vf,w = vt cosθ
(3.15)
΄Ετσι piροκύpiτει:
u = uf,w + unsinθ
v = vf,w + vnsinθ
(3.16)
Οpiότε:
∂uf,w
∂u
= 1− ∂
∂u
(unsinθ) = 1− ∂
∂u
(usin2θ) = 1− sin2θ = cos2θ (3.17)
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και όμοια για την v συνιστώσα:
∂vf,w
∂v
= sin2θ (3.18)
΄Ετσι αpiό την εξίσωση (3.13) piροκύpiτει:
∂
−→
S
∂
−→
U
=
∆Ω
∆t
=
∆Ω
∆t

1 0 0 0
0 cos2θ 0 0
0 0 sin2θ 0
0 0 0 1
 (3.19)
ή εpiειδή nx = sinθ και ny = −cosθ:
∂
−→
S
∂
−→
U
=
∆Ω
∆t
=
∆Ω
∆t

1 0 0 0
0 n2y 0 0
0 0 n2x 0
0 0 0 1
 (3.20)
Οι δύο τρόpiοι υpiολογισμού του
−→
S δοκιμάστηκαν και δεν έδωσαν διαφορετικά αpiο-
τελέσματα. Παρόλα αυτά ίσως ο piρώτος τρόpiος είναι piροτιμότερος για εφαρμογές
Cut-Cell μεθόδων, γιατί αpiοφεύγει (τουλάχιστον άμεσα) την ανάγκη αpiόδοσης τιμών
στους όγκους κυψελών piου την piροηγούμενη χρονική στιγμή βρίσκονταν στο στερεό.
΄Ετσι, στη συνέχεια της διpiλωματικής εργασίας, χρησιμοpiοιήθηκε αυτός ο τρόpiος.
3.3.2 Αpiόδοση τιμών σε κυψέλες piου εμφανίζονται στο
ρευστό
΄Οpiως φαίνεται αpiό τη διακριτοpiοίηση της εξίσωσης (3.8) (σχέση (2.48)) για τον υpiο-
λογισμό του ογκικού όρου είναι αναγκαία η αpiόδοση τιμών στις piροηγούμενες χρονικές
στιγμές τόσο για τις piρωτεύουσες/συντηρητικές μεταβλητές όσο και για τους όγκους
των κυψελών piου εισέρχονται στο ρευστό. ΄Ετσι, σχετικά με τις τιμές των μεταβλητών
της ροής, σε μια piρωτοεμφανιζόμενη κυψέλη με βαρύκεντρο το σημείο P τη χρονική
44 3. Διακριτοpiοίηση χρονικού όρου σε ροές με κινούμενα στερεά όρια
στιγμή k εpiιλέχθηκε η ακόλουθη σχέση:
−→
U kP,Fresh =
Anei(P )∑
i=1
−→
U ki→Pwi
Anei(P )∑
i=1
wi
(3.21)
όpiου
−→
U kP,Fresh είναι το διάνυσμα των συντηρητικών μεταβλητών της κυψέλης P για
τη χρονική στιγμή k , Anei(P ) είναι το piλήθος των γειτόνων της κυψέλης P piου
βρίσκονται στο ρευστό τη χρονική στιγμή k,
−→
U ki→P είναι η piοσότητα piου έχει piροκύψει
αpiό την piροεκβολή, μέσω του τύpiου του Taylor, στην κυψέλη P του διανύσματος των
συντηρητικών μεταβλητών του γείτονα i τη χρονική στιγμή k και wi είναι ένα βάρος
το οpiοίο ισούται με wi = 1di όpiου di είναι η αpiόσταση της κυψέλης i αpiό την P.
Υpiενθυμίζεται ότι εpiιβάλλεται κάθε κυψέλη piου εισέρχεται στο piεδίο ροής να έχει
τουλάχιστον έναν γείτονα ευρισκόμενο κατά την piροηγούμενη χρονική στιγμή στην
piεριοχή του ρευστού. Συνεpiώς, τα αθροίσματα της piιο piάνω σχέσης θα έχουν piάντα
τουλάχιστον έναν όρο.
Η ίδια λογική μpiορεί να εφαρμοστεί και για τους όγκους των piρωτοεμφανιζόμενων
κυψελών. Δηλαδή:
ΩkP,Fresh =
Anei(P )∑
i=1
Ωki
Anei(P )
(3.22)
Το piρόβλημα με αυτήν τη σχέση piροκύpiτει όταν κατά την κίνηση της γεωμετρίας εμ-
φανίζονται κυψέλες piου τέμνονται αpiό αυτήν κατά ένα μικρό piοσοστό. Αν συμβαίνει
αυτό, τότε με τη χρήση της σχέσης (3.22) piροκύpiτει ΩkP,Fresh  Ωk+1P,Fresh, σχέση α-
ντίθετη με τη φυσική κίνηση του στερεού ορίου. Μια τέτοια piερίpiτωση piαρουσιάζεται
στο σχήμα 3.5 όpiου αpiεικονίζεται το piεδίο της
∂u
∂y
για μια αεροτομή σε εξαναγκασμένη
piεριοδική κίνηση. Η piαράγωγος αυτή υpiολογίστηκε στο piλαίσιο της χωρικής διακρι-
τοpiοίησης δεύτερης τάξης. ΄Οpiως είναι φανερό η χρήση της σχέσης (3.22) οδήγησε
στον αpiειρισμό της piαραγώγου για την κυψέλη piου τέμνεται οριακά αpiό τη γεωμετρία.
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(i) Η γεωμετρία και το piροσαρμοσμένο
καρτεσιανό piλέγμα. Παρατηρείται μια α-
νεξήγητα μεγάλη τιμή της piαραγώγου στο
μέσο piερίpiου της αεροτομής
(ii) Εστίαση στην piεριοχή της μεγάλης τι-
μής όpiου υpiάρχει μια κυψέλη με piαράγωγο
μεγαλύτερη κατά μια τάξη μεγέθους αpiό τις
γειτονικές της.
(iii) Περαιτέρω εστίαση στην piρότερη κυ-
ψέλη. Η γεωμετρία την τέμνει κατά ένα
μικρό μέρος με συνέpiεια η εpiιβολή της
σχέσης (3.22) να αντιτίθεται στην φυσική
της ροής.
Σχήμα 3.5: Το piεδίο της
∂u
∂y
γύρω αpiό μια αεροτομή σε εξαναγκασμένη piεριοδική
κίνηση τη χρονική στιγμή piου αpiοκλίνει η εpiίλυση.
Για την αντιμετώpiιση αυτού του ζητήματος υιοθετήθηκε η ακόλουθη σχέση για τους
όγκους των νέων κυψελών:
ΩkP,Fresh = m Ω
k+1
P,Fresh (3.23)
όpiου m είναι ένα piοσοστό του όγκου της κυψέλης τη χρονική στιγμή k+1. Για τη
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διαpiίστωση της εξάρτησης της εpiίλυσης αpiό την τιμή του m έγινε μια piαραμετρική
μελέτη για την οpiοία υpiολογίστηκαν οι συντελεστές άνωσης για μια εξαναγκασμένη
piεριοδική κίνηση με τις ίδιες αρχικές συνθήκες και διαφορετικά m και συγκρίθηκαν
οι μέγιστες αpiοκλίσεις των CL με την αντίστοιχη τιμή piου piροέκυψε για m = 0. Τα
αpiοτελέσματα φαίνονται στον piίνακα 3.1.
Πίνακας 3.1: Μέγιστη αpiόκλιση του συντελεστή άνωσης για διάφορες τιμές του m,
σε σχέση με τον αντίστοιχο συντελεστή άνωσης piου υpiολογίστηκε για m = 0.
m Αpiόκλιση (%)
0.1 0.07
0.3 0.18
0.5 0.34
0.7 0.56
Είναι φανερό ότι οι αpiοκλίσεις είναι piολύ μικρές οpiότε η εpiίλυση δεν εpiηρεάζεται αpiό
την τιμή του m στο εύρος τιμών piου μελετήθηκε.
Κεφάλαιο 4
Πρόλεξη μόνιμων και μη-μόνιμων
ροών με ακίνητα στερεά όρια
4.1 Εισαγωγικά σχόλια
Στο piαρόν κεφάλαιο γίνεται εφαρμογή της μεθόδου piου αναpiτύχθηκε στο piροηγούμενο
κεφάλαιο για την εpiίλυση ενός 2D μη-μόνιμου piροβλήματος εξωτερικής αεροδυναμικής.
Εξετάζεται δηλαδή, η ροή γύρω αpiό μεμονωμένη αεροτομή χρησιμοpiοιώντας ένα αpiλό
καρτεσιανό piλέγμα όpiως αpiαιτείται αpiό τη μέθοδο των τεμνόμενων κυψελών.
Αρχικά, γίνεται η piιστοpiοίηση του εpiιλύτη μόνιμης ροής σε δύο piεριpiτώσεις piου
μελετώνται διεξοδικά στη βιβλιογραφία. Πρόκειται για μια piερίpiτωση υpiοηχητικής
(subsonic) και μια piερίpiτωση διηχητικής (transonic) ροής, οι οpiοίες καλύpiτουν ένα
σημαντικό εύρος όσον αφορά τα φαινόμενα συμpiιεστότητας. Στη συνέχεια, εpiιλύεται
ένα μη-μόνιμο piρόβλημα τόσο σε υpiοηχητικές όσο και σε διηχητικές συνθήκες ροής.
Η ύpiαρξη μη-μόνιμου piεδίου, εδώ, είναι αpiόρροια της χρονικής μεταβολής των οριακών
συνθηκών και όχι των κινούμενων τοιχωμάτων.
4.2 Πιστοpiοίηση του εpiιλύτη σε χρονικά μόνι-
μα piροβλήματα
Η συμμετρικά αεροτομή piου θα χρησιμοpiοιηθεί καθόλη τη διάρκεια αυτού του κεφα-
λαίου είναι τύpiου NACA 0012 [28], η οpiοία αpiεικονίζεται στο ακόλουθο σχήμα:
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Σχήμα 4.1: Η μορφή της αεροτομής NACA 0012.
Για την piιστοpiοίηση του εpiιλύτη ατριβούς ροής σε χρονικά μόνιμες συνθήκες χρησιμο-
piοιήθηκαν δύο piεριpiτώσεις ροής. Η piρώτη αναφέρεται σε υpiοχητική ροή (η ταχύτητα,
τόσο μακριά αpiό την αεροτομή όσο και γύρω αpiό αυτή, είναι piαντού υpiοηχητική), ενώ
η δεύτερη σε διηχητική (η ταχύτητα σε κάpiοιες piεριοχές γύρω αpiό την αεροτομή γίνεται
υpiερηχητική piαρόλο piου η εpi΄ άpiειρο ταχύτητα piαραμένει υpiοηχητική). Οι συνθήκες
της εpi΄ άpiειρο ροής για τις δύο piεριpiτώσεις φαίνονται στον piίνακα 4.1.
Πίνακας 4.1: Συνθήκες της εpi΄ άpiειρο ροής
Υpiοηχητική Διηχητική (o)
Mach 0.5 0.8
Γωνία εpi΄ άpiειρο ροής (o) 3.0 1.25
Πίεση (bar) 1
Πυκνότητα (kg m−3) 1.2
Τα αpiοτελέσματα της υpiοηχητικής piερίpiτωσης piαρουσιάζονται στα σχήματα 4.2 και
4.3 για τον αριθμό Mach και το συντελεστή piίεσης γύρω αpiό την αεροτομή αντίστοιχα.
Σε αυτά τα σχήματα έχει γίνει εστίαση στην piεριοχή γύρω αpiό την αεροτομή καθώς
ως υpiολογιστικό χωρίο χρησιμοpiοιήθηκε ένα ορθογώνιο με μήκος 50 και piλάτος 49
μήκη χορδής ενώ το εμβαδό της ελάχιστης κυψέλης στην εσωτερική piύκνωση ήταν
10−4 (μήκη χορδής)2.
Για τον υpiολογισμό του συντελεστή piίεσης piραγματοpiοιήθηκε χρησιμοpiοιήθηκε η
σχέση:
CP =
p− p∞
1
2
%∞V 2∞
(4.1)
Σε αυτήν την έκφραση, με p συμβολίζεται η στατική piίεση και με p∞ , %∞ και V∞ η
στατική piίεση, η piυκνότητα και η ταχύτητα της εpi΄ άpiειρο ροής, αντίστοιχα.
4.2. Πιστοpiοίηση του εpiιλύτη σε χρονικά μόνιμα piροβλήματα 49
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Σχήμα 4.2: Το piεδίο του αριθμού Mach γύρω αpiό την αεροτομή NACA 0012 (M∞ =
0.5 , α∞ = 3o). Τα χρώματα piου βρίσκονται στο εσωτερικό της αεροτομής δεν έχουν
φυσική σημασία καθώς εκεί βρίσκεται στερεό.
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Σχήμα 4.3: Το piεδίο του συντελεστή piίεσης γύρω αpiό την αεροτομή NACA 0012
(M∞ = 0.5 , α∞ = 3o).
50 4. Πρόλεξη μόνιμων και μη-μόνιμων ροών με ακίνητα στερεά όρια
΄Οpiως είναι φανερό, καθώς η ροή piροσκρούει στην αεροτομή, δημιουργεί υpiερpiίεση
στην κάτω piλευρά και υpiοpiίεση στην piάνω. Αυτό έχει ως συνέpiεια την εpiιτάχυνση
της ροής piάνω αpiό την αεροτομή αυξάνοντας ανάλογα και τον αριθμό Mach.
Στο σχήμα 4.4 αpiεικονίζεται το υpiόλοιpiο των τεσσάρων εξισώσεων της ροής ως συνάρ-
τηση του αριθμού των ψευδο-χρονικών εpiαναλήψεων. Είναι εμφανές ότι καθώς αυξάνει
ο αριθμός των εpiαναλήψεων, το υpiόλοιpiο ακολουθεί φθίνουσα piορεία οδηγώντας τον
εpiιλύτη στην σύγκλιση της διαδικασίας. Αυτή εpiιτυγχάνεται στο σημείο του διαγράμ-
ματος piου ξεκινά η σταθεροpiοίηση των υpiολοίpiων. Αpiό τις τέσσερις εξισώσεις της
ροής, η εξίσωση της συνέχειας οδηγείται στο μικρότερο υpiόλοιpiο (σε αpiόλυτες τιμές)
ενώ η εξίσωση της ενέργειας στο μεγαλύτερο.
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Σχήμα 4.4: Υpiόλοιpiο των εξισώσεων της ροής ως συνάρτηση του αριθμού των ψευδο-
χρονικών εpiαναλήψεων. Ο χρόνος ολοκλήρωσης του piαρόντος «τρεξίματος» ήταν 50
λεpiτά σε μηχάνημα με εpiεξεργαστή Intel(R) Xeon(R) CPU E5520 @ 2.27GHz.
Η piιστοpiοίηση των αpiοτελεσμάτων piραγματοpiοιήθηκε συγκρίνοντας τον συντελεστή
άνωσης piου piροέκυψε μέσω του κώδικα Cut-Cell με τον συντελεστή άνωσης piου
υpiολογίστηκε αpiό μεθόδους οριόδετων piλεγμάτων. Αυτός ο συντελεστής υpiολογίζεται
μέσω της σχέσης:
CL =
L
1
2
%∞V 2∞c
(4.2)
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όpiου με L συμβολίζεται η άνωση piου piαράγει η αεροτομή, υpiολογισμένη αpiό την
ολοκλήρωση των piιέσεων γύρω αpiό αυτή και piροβάλλοντας το αpiοτέλεσμα σε μια
διεύθυνση κάθετη στην εpi΄ άpiειρο ταχύτητα. Τέλος, με c συμβολίζεται η χορδή της
αεροτομής.
Στον piίνακα 4.2 φαίνεται η σύγκριση του CL piου υpiολογίστηκε μέσω του κώδικα
Cut-Cell με το CL piου piροέκυψε αpiό οριόδετα piλέγματα [29, 30].
Πίνακας 4.2: Σύγκριση του CL μεταξύ Cut-Cell και οριόδετων piλεγμάτων σε υpiοη-
χητική ροή. [29, 30]
CL
Παρούσα μέθοδος Cut-Cell 0.4246
Jameson and Mavriplis 0.4296
Jameson and Yoon 0.4269
Το σφάλμα piου piροκύpiτει για τη μέγιστη αpiόκλιση του CL είναι της τάξης του 1%
οpiότε το αpiοτέλεσμα κρίνεται ικανοpiοιητικό.
Στη συνέχεια, εξετάζεται η διηχητική piερίpiτωση. Ο αριθμός Mach και ο συντελεστής
piίεσης γύρω αpiό την αεροτομή φαίνονται στα σχήματα 4.5 και 4.6 αντίστοιχα. Οι
διαστάσεις του υpiολογιστικού χωρίου piαρέμειναν ίδιες με την υpiοηχητική piερίpiτωση
ενώ το εμβαδό της ελάχιστης κυψέλης στην εσωτερική piύκνωση ήταν 5× 10−5 (μήκη
χορδής)2.
Σε αυτήν την piερίpiτωση, όpiως είναι αναμενόμενο, η ροή εμφανίζει κύμα κρούσης . Πιο
συγκεκριμένα, δημιουργούνται δύο κύματα κρούσης με το piιο ισχυρό να εντοpiίζεται
στην piλευρά υpiοpiίεσης.
Στον piίνακα 4.3 piαρατίθεται η σύγκριση του CL piου υpiολογίστηκε και του CL piου
piροέκυψε αpiό μεθόδους οριόδετων piλεγμάτων [31]. Η εpiίλυση σε οριόδετα piλέγμα-
τα piραγματοpiοιήθηκε χρησιμοpiοιώντας διάφορους εpiιλύτες ατριβούς ροής οpiότε εδώ
piαρατίθενται η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή.
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Σχήμα 4.5: Το piεδίο του αριθμού Mach γύρω αpiό την αεροτομή NACA 0012 (M∞ =
0.8 , α∞ = 1.25o).
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Σχήμα 4.6: Το piεδίο του συντελεστή piίεσης γύρω αpiό την αεροτομή NACA 0012
(M∞ = 0.8 , α∞ = 1.25o).
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Πίνακας 4.3: Σύγκριση του CL μεταξύ Cut-Cell και οριόδετων piλεγμάτων σε διηχη-
τική ροή [31].
CL
Παρούσα Μέθοδος Cut-Cell 0.3435
Boundary fitted Min 0.3482
Boundary fitted Max 0.3562
Το σφάλμα piου piροέκυψε στην piερίpiτωση της διηχητικής ροής σε σχέση με τη μέγιστη
τιμή του CL είναι της τάξης του 3% κάτι το οpiοίο είναι κάpiως μεγαλύτερο συγκρινόμενο
με την υpiοηχητική piερίpiτωση. Οι αιτίες αυτού του γεγονότος εντοpiίζονται piερισσότε-
ρο στην ύpiαρξη του κύματος κρούσης και στον τρόpiο με τον οpiοίο το αντιμετωpiίζει ο
κάθε εpiιλύτης και λιγότερο στη μέθοδο piλεγματοpiοίησης piου εpiιλέχθηκε. Γι΄ αυτό άλ-
λωστε piαρατηρούνται μικρές αpiοκλίσεις στις τιμές του CL ακόμη και μεταξύ μεθόδων
piαρόμοιας φιλοσοφίας.
4.3 Πιστοpiοίηση του εpiιλύτη σε χρονικά μη-
μόνιμα piροβλήματα
Σε αυτήν την ενότητα μελετάται το piρόβλημα της 2D μη-μόνιμης, συμpiιεστής ροής
γύρω αpiό μια μεμονωμένη αεροτομή NACA 0012. Η ύpiαρξη μη-μόνιμου piεδίου εδώ,
είναι αpiοτέλεσμα της piεριοδικής μεταβολής των οριακών συνθηκών της εpi΄ άpiειρο ροής.
Πιο συγκεκριμένα, το μέγεθος piου εpiιλέχθηκε να μεταβάλλεται, είναι η γωνία piου
σχηματίζει η εpi΄ άpiειρο ταχύτητα της ροής με τον άξονα της χορδής της αεροτομής. Ο
τύpiος piου δίνει τη μεταβολή αυτή είναι ο ακόλουθος:
α(t) = αm + α0sin(ωt) = αm + α0sin
(
2pi
T
t
)
(4.3)
όpiου αm η μέση γωνία της εpi΄ άpiειρο ροής, α0 το piλάτος ταλάντωσης, ω η κυκλική
συχνότητα και T η piερίοδος. Αυτή η γωνία εpiιβάλλεται μέσω συνθηκών Dirichlet.
Εξετάστηκαν δύο piεριpiτώσεις ροών με τα ίδια piεριοδικά χαρακτηριστικά αλλά με δια-
φορετικούς αριθμούς Mach της εpi΄ άpiειρο ροής, όpiως φαίνεται στον piίνακα 4.4. Με
βάση αυτό, η μεταβολή της γωνίας συναρτήσει του χρόνου αpiεικονίζεται στο σχήμα
4.7. Το υpiολογιστικό χωρίο piου χρησιμοpiοιήθηκε είχε μήκος 15 και piλάτος 14 μήκη
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χορδής ενώ το εμβαδό της ελάχιστης κυψέλης στο εσωτερικό της piύκνωσης ήταν 10−4
(μήκη χορδής)2.
Πίνακας 4.4: Χαρακτηριστικά μεγέθη της piεριοδικής μεταβολής των οριακών συνθη-
κών γύρω αpiό μια αεροτομή NACA 0012 για δύο διαφορετικές piεριpiτώσεις ροών.
Υpiοηχητική ροή Διηχητική ροή
Μέση γωνία εpi΄ άpiειρο ροής αm 0o
Πλάτος ταλάντωσης εpi΄ άpiειρο γωνίας α0 2o
Περίοδος ταλάντωσης Τ 0.5 s
Περίοδοι εpiίλυσης της ροής 3
Αριθμός Mach εpi΄ άpiειρο ροής M∞ 0.59 0.8
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Σχήμα 4.7: Μεταβολή της εpi΄ άpiειρο γωνίας ως συνάρτηση του χρόνου.
Αρχικά, για την υpiοηχητική piερίpiτωση, piαρουσιάζονται στο σχήμα 4.8 τα υpiολογι-
σθέντα piεδία του αριθμού Mach γύρω αpiό την αεροτομή για διάφορες χρονικές στιγ-
μές σε διάστημα μιας piεριόδου του φαινομένου. Παρατηρούμε ότι η αλλαγή του piεδίου
κοντά στην αεροτομή ακολουθεί την αλλαγή της εpi΄ άpiειρο γωνίας piαρουσιάζοντας,
όμως, μια υστέρηση σε σχέση με αυτή.
Εpiιpiλέον, στα σχήματα 4.9 και 4.10 φαίνεται ο συντελεστής άνωσης συναρτήσει του
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χρόνου και της γωνίας της εpi΄ άpiειρο ροής αντίστοιχα. Παρατηρούμε ότι η ροή γίνεται
piολύ γρήγορα piεριοδική καθώς στο σχήμα 4.10, μετά το piρώτο τέταρτο της piεριόδου ο
συντελεστής άνωσης εμφανίζει piλήρη ταύτιση με τις εpiόμενες piεριόδους. Εpiίσης, piιο
εμφανής γίνεται η υστέρηση του CL, ο οpiοίος λαμβάνει τιμές διάφορες του μηδενός,
όταν η γωνία της εpi΄ άpiειρο ροής μηδενίζεται. Η αιτία αυτού του φαινομένου εντοpiίζεται
στην εσωτερική «αδράνεια» του ρευστού το οpiοίο, καθώς αλλάζει η γωνία piρόσpiτωσης,
δεν piροσαρμόζεται ακαριαία σε αυτή τη μεταβολή.
Αναφορικά με την διηχητική ροή, στο σχήμα 4.11, piαρουσιάζονται τα piεδία του αριθμού
Mach σε διάφορες στιγμές μιας piερίοδου. Αντίστοιχα, στα σχήματα 4.12 και 4.13, αpiει-
κονίζεται ο συντελεστής άνωσης συναρτήσει του χρόνου και της εpi΄ άpiειρο γωνίας. Τα
συμpiεράσματα piου piροκύpiτουν και εδώ είναι piαρόμοια με την υpiοηχητική piερίpiτωση
με τη διαφορά ότι έχουμε την εμφάνιση κύματος κρούσης τόσο στην piλευρά υpiοpiίεσης
όσο και στην piλευρά υpiερpiίεσης. Παρατηρούμε εpiίσης, ότι ο συντελεστής άνωσης
λαμβάνει σημαντικά μεγαλύτερες τιμές σε σχέση με την υpiοηχητική ροή, τονίζοντας
κατ΄ αυτόν τον τρόpiο την εpiίδραση της συμpiιεστότητας στις υψηλές ταχύτητες. Τέλος,
η εσωτερική «αδράνεια» piου αναφέρθηκε στην piροηγούμενη piαράγραφο, εδώ εpiιτείνε-
ται, λόγω της μεγαλύτερης ταχύτητας, κάνοντας την έλλειψη του σχήματος 4.13 piιο
piεpiλατυσμένη.
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(i) Μέγιστη αρνητική εpi΄ άpiειρο γωνία (a =
−2o).
(ii) Μέση εpi΄ άpiειρο γωνία (a = 0o) στη
φάση piου η εpi΄ άpiειρο γωνία αυξάνει.
(iii) Εpi΄ άpiειρο γωνία σε φάση ανόδου (a =
1o).
(iv) Μέγιστη θετική εpi΄ άpiειρο γωνία (a =
2o).
(v) Εpi΄ άpiειρο γωνία σε φάση καθόδου
(a = 1o).
(vi) Μέση εpi΄ άpiειρο γωνία (a = 0o) στη
φάση piου η εpi΄ άpiειρο γωνία μειώνεται.
Σχήμα 4.8: Υpiολογισθέντα piεδία αριθμού Mach γύρω αpiό την αεροτομή NACA 0012
υpiό την εpiίδραση piεριοδικά μεταβαλλόμενων οριακών συνθηκών (M∞ = 0.59 , αm =
0o , α0 = 2
o , T = 0.5s).
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Σχήμα 4.9: Συντελεστής άνωσης αεροτομής NACA 0012 ως συνάρτηση του χρόνου
υpiό την εpiίδραση piεριοδικά μεταβαλλόμενων οριακών συνθηκών (M∞ = 0.59 , αm =
0o , α0 = 2
o , T = 0.5s).
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Σχήμα 4.10: Συντελεστής άνωσης αεροτομής NACA 0012 ως συνάρτηση της γωνίας
της εpi΄ άpiειρο ταχύτητας (M∞ = 0.59 , αm = 0o , α0 = 2o , T = 0.5s).
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(i) Μέγιστη αρνητική εpi΄ άpiειρο γωνία (a =
−2o).
(ii) Μέση εpi΄ άpiειρο γωνία (a = 0o) στη
φάση piου η εpi΄ άpiειρο γωνία αυξάνει.
(iii) Εpi΄ άpiειρο γωνία σε φάση ανόδου (a =
1o).
(iv) Μέγιστη θετική εpi΄ άpiειρο γωνία (a =
2o).
(v) Εpi΄ άpiειρο γωνία σε φάση καθόδου
(a = 1o).
(vi) Μέση εpi΄ άpiειρο γωνία (a = 0o) στη
φάση piου η εpi΄ άpiειρο γωνία μειώνεται.
Σχήμα 4.11: Υpiολογισθέντα piεδία αριθμού Mach γύρω αpiό την αεροτομή NACA
0012 υpiό την εpiίδραση piεριοδικά μεταβαλλόμενων οριακών συνθηκών (M∞ = 0.8 , αm =
0o , α0 = 2
o , T = 0.5s).
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Σχήμα 4.12: Συντελεστής άνωσης αεροτομής NACA 0012 ως συνάρτηση του χρόνου
υpiό την εpiίδραση piεριοδικά μεταβαλλόμενων οριακών συνθηκών (M∞ = 0.8 , αm =
0o , α0 = 2
o , T = 0.5s).
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Σχήμα 4.13: Συντελεστής άνωσης αεροτομής NACA 0012 ως συνάρτηση της γωνίας
της εpi΄ άpiειρο ταχύτητας (M∞ = 0.8 , αm = 0o , α0 = 2o , T = 0.5s).
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Τέλος, αξιοσημείωτο είναι το γεγονός ότι η εpiίλυση μέσω CFD εpiαληθεύει με piολύ
καλή piροσέγγιση τη διόρθωση για τη συμpiιεστότητα των Prandtl-Glauert. Πράγματι,
αν θεωρήσουμε ότι στην υpiοηχητική piερίpiτωση τα φαινόμενα συμpiιεστότητας είναι
αμελητέα, τότε με την αναγωγή, μέσω της σχέσης των Prandtl-Glauert, του μέγιστου
CL στη διηχητική κατάσταση piροκύpiτει:
C 0.8L =
C 0.59L√
1−M2 = 0.4745 (4.4)
Το σφάλμα αυτής της τιμής με την υpiολογισθείσα μέσω του CFD είναι μικρότερο αpiό
1.5%.
Κεφάλαιο 5
Πρόλεξη μη-μόνιμων ροών με
κινούμενα στερεά όρια
5.1 Εισαγωγικά σχόλια
Στο piαρόν κεφάλαιο γίνεται εφαρμογή της μεθόδου piου αναpiτύχθηκε στα κεφάλαια 2
και 4 για την εpiίλυση δύο 2D μη-μόνιμων piροβλημάτων εξωτερικής αεροδυναμικής. Σε
αντίθεση με τα αpiοτελέσματα του κεφαλαίου 3, εδώ η ύpiαρξη μη-μόνιμου piεδίου είναι
αpiόρροια της κίνησης των σωμάτων piου piαρεμβάλλονται στη ροή.
Αρχικά, μελετάται η ροή γύρω αpiό δύο διαφορετικές αεροτομές σε εξαναγκασμένη
piεριοδική κίνηση, για τις οpiοίες υpiάρχουν piειραματικά δεδομένα. Για τη μια αpiό τις
δύο αεροτομές εpiιχειρείται η σύγκριση των αpiοτελεσμάτων του Cut-Cell εpiιλύτη με τα
αντίστοιχα αpiοτελέσματα piου piροέκυψαν μέσω του οικείου λογισμικού piου ανέpiτυξε
η ομάδα της ΜΠΥΡ&Β/ΕΘΣ [18], το οpiοίο χρησιμοpiοιεί οριόδετα piλέγματα για την
εpiίλυση των εξισώσεων ροής. Η εγκυρότητα των αpiοτελεσμάτων piου piροέρχονται αpiό
το συγκεκριμένο λογισμικό έχει piιστοpiοιηθεί piολλές φορές στο piαρελθόν μέσω της
σύγκρισής τους τόσο με λογισμικά γενικής χρήσης (OpenFoam) όσο και με piειραμα-
τικά δεδομένα οpiότε η ορθότητά του θεωρείται αδιαμφισβήτητη. Εpiιpiρόσθετα, για την
ίδια αεροτομή piαρουσιάζονται τα αpiοτελέσματα piου piαράχθηκαν μέσω ενός τρίτου λο-
γισμικού piου διαθέτει η ΜΠΥΡ&Β/ΕΘΣ και στηρίζεται στην υλοpiοίηση της μεθόδου
Ghost-Cell των μη-οριόδετων piλεγμάτων.
Τέλος, μελετάται ένα piρόβλημα ροής γύρω αpiό δύο σώματα. Πιο συγκεκριμένα, εpiιλύε-
ται η μη-μόνιμη ροή γύρω αpiό την υpiεραντωτική διάταξη (flap). Η ύpiαρξη μη-μόνιμου
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piεδίου σε αυτήν την piερίpiτωση είναι αpiοτέλεσμα της κίνησης piου piραγματοpiοιεί το flap
piρος την κύρια αεροτομή κατά το τελευταίο στάδιο της αpiογείωσης ενός αεροσκάφους.
5.2 Εpiίλυση ροής γύρω αpiό ένα σώμα
Η piρώτη αεροτομή piου εpiιλέχθηκε είναι η NACA 0012, η οpiοία για τις ανάγκες αυ-
τής της piερίpiτωσης «κόpiηκε» στο 98% της χορδής της. Ο λόγος είναι η αδυναμία
του αναpiτυχθέντος εpiιλύτη να υpiολογίσει τις γεωμετρικές piοσότητες σε κυψέλες piου
εμpiεριέχουν οξείες ακμές όταν η γεωμετρία αλλάζει θέση.
Η αεροτομή εκτελεί εξαναγκασμένη piεριστροφική κίνηση (piρόνευση), γύρω αpiό σημείο
piου βρίσκεται στο 25% του μήκους της χορδής της. Η σχετική γωνία της εpi΄ άpiειρο
ροής ως piρος τη στιγμιαία θέση της αεροτομής δίνεται αpiό τον τύpiο:
α(t) = αm + α0sin(ωt) (5.1)
όpiου με α0 = 2.51o συμβολίζεται το piλάτος της ταλάντωσης της αεροτομής ενώ με
αm = 0.016
o η γωνία piου σχηματίζει η ταχύτητα της εpi΄ άpiειρο ροής με την οριζόντια
κατεύθυνση. Η ανηγμένη συχνότητα k := ωc
2V∞ της ταλάντωσης είναι 0.0814 και ο
αριθμός Mach της εpi΄ άpiειρο ροής είναι 0.74. Στον ορισμό της ανηγμένης συχνότη-
τας, ω είναι η γωνιακή ταχύτητα piεριστροφής της αεροτομής, η οpiοία σχετίζεται με τη
συχνότητα της κίνησης με τη σχέση ω = 2pi
T
. Στη συνέχεια της ενότητας, όταν ανα-
φέρεται ο όρος «γωνία piρόσpiτωσης» θα εννοείται η σχετική γωνία piου σχηματίζει κάθε
χρονική στιγμή η εpi΄ άpiειρο ταχύτητα με τη στιγμιαία θέση της χορδής της αεροτομής.
Η ίδια piερίpiτωση έχει μελετηθεί και piειραματικά αpiό τον Landon [32], με τα χαρακτηρι-
στικά μεγέθη του piειράματος να συνοψίζονται στον piίνακα 5.1. Οι σχετικές μετρήσεις
δείχνουν ότι, κατά την ταλάντωση της αεροτομής, η ροή piαραμένει piροσκολλημένη και
εμφανίζεται κύμα κρούσης τόσο στην piλευρά υpiοpiίεσης όσο και στην piλευρά υpiερpiίε-
σης, σε διαφορετικές φάσεις της ταλάντωσης.
Εpiίσης, η εν λόγω piερίpiτωση έχει εpiιλυθεί με τη χρήση οριόδετου piλέγματος και
εpiιλύτη ατριβούς ροής στη διδακτορική διατριβή [18].
Ο λόγος piου εpiιτρέpiεται η σύγκριση μεταξύ δεδομένων piραγματικής ροής και αpiοτε-
λεσμάτων piου piροέκυψαν μέσω εpiιλυτών ατριβούς ροής είναι ότι ο αριθμός Reynolds
του piειράματος ήταν ιδιαίτερα υψηλός. Πράγματι, για τον αριθμό Reynolds ισχύει η
ακόλουθη συμβολική εξίσωση:
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Re =
Aδ%ανειακε´ς ∆υνα´µεις
Συνεκτικε´ς ∆υνα´µεις
Στο όριο λοιpiόν των μεγάλων Reynolds, οι συνεκτικές δυνάμεις μpiορούν να αμεληθούν
χωρίς να υpiάρχει σημαντικό σφάλμα.
Πίνακας 5.1: Τα χαρακτηριστικά μεγέθη του piειράματος του Landon [32].
Μεγέθη Τιμές
Γωνία εpi΄ άpiειρο ροής αm 0.016o
Πλάτος ταλάντωσης α0 2.51o
Ανηγμένη συχνότητα k 0.0814
΄Αξονας piεριστροφής 0.25c
Αριθμός Reynolds εpi΄ άpiειρο ροής Re∞ 5.5× 106
Αριθμός Mach εpi΄ άpiειρο ροής M∞ 0.755c
Στο σχήμα 5.1 αpiεικονίζεται ο συντελεστής άνωσης συναρτήσει της γωνίας piρόσpiτω-
σης ενώ έχουν αpiοκοpiεί τα μεταβατικά φαινόμενα. Ως υpiολογιστικό χωρίο χρησι-
μοpiοιήθηκε ένα ορθογώνιο με διαστάσεις 15 × 14 μήκη χορδής ενώ το εμβαδό της
ελάχιστης κυψέλης στην εσωτερική piύκνωση ήταν 10−4 (μήκη χορδής)2. Η σύγκριση
των αpiοτελεσμάτων του Cut-Cell εpiιλύτη με τον οριόδετο κώδικα κρίνεται ιδιαίτερα
ικανοpiοιητική. Αντίθετα, τα piειραματικά αpiοτελέσματα piαρουσιάζουν μια σημαντική
αpiόκλιση αpiό τους δύο εpiιλύτες ατριβούς ροής. ΄Ομως, μια piιο ενδελεχής διερεύνηση
των piειραματικών δεδομένων δείχνει ότι, αν και η αεροτομή είναι συμμετρική, η μέση
τιμή του συντελεστή άνωσης είναι διάφορη του μηδενός. Το γεγονός αυτό piιθανώς
οφείλεται στην εpiίδραση των τοιχωμάτων της αεροδυναμικής σήραγγας όpiου έγιναν
οι συγκεκριμένες μετρήσεις και δικαιολογεί εν μέρει την αpiόκλιση των υpiολογιστικών
αpiό τα piειραματικά αpiοτελέσματα.
Τα σχήματα 5.2 δείχνουν τα υpiολογισθέντα piεδία του αριθμού Mach γύρω αpiό την
αεροτομή για μια piερίοδο της κίνησής της. Η piερίοδος ξεκινά όταν η αεροτομή βρίσκεται
σε γωνία (0.016o − 2.51o/2) με μειούμενη γωνία piρόσpiτωσης ( σχήμα (5.2i) ) και
συνεχίζοντας ανά T/8, καταλήγει σε γωνία (0.016o) με αυξανόμενη γωνία piρόσpiτωσης
( σχήμα (5.2viii) ).
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Σχήμα 5.1: Μεταβολή του συντελεστή άνωσης ως συνάρτηση της γωνίας piρόσpiτωσης
μετά το piέρας των μεταβατικών φαινομένων, όpiως piροέκυψε αpiό την αριθμητική εpiίλυση
των εξισώσεων Euler στο Cut-Cell piλέγμα, σε ένα οριόδετο piλέγμα της ΜΠΥΡ&Β/ΕΘΣ
[18] και αpiό piειραματικές μετρήσεις [32]. Περιοδική κίνηση piρόνευσης αεροτομής NACA
0012 ως piρος το 25% της χορδής με αm = 0.016o, α0 = 2.51o, k = 0.0814 και M∞ =
0.74.
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(i) T/8 (ii) 2T/8 (iii) 3T/8
(iv) 4T/8 (v) 5T/8 (vi) 6T/8
(vii) 7T/8 (viii) 8T/8
(ix) Χρωματική piαλέτα
Σχήμα 5.2: Ημιτονοειδής κίνηση piρόνευσης αεροτομής NACA 0012 ως piρος το 25%
της χορδής με αm = 0.016o, α0 = 2.51o, k = 0.0814 και M∞ = 0.74: υpiολογισθέντα
piεδία του αριθμού Mach γύρω αpiό την αεροτομή σε διαδοχικές χρονικές στιγμές ανά T/8,
όpiου T η piερίοδος της κίνησης. Η χρωματική piαλέτα (ix) είναι κοινή για όλα τα piεδία.
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Εpiίλυση με την υλοpiοίηση Ghost-Cell
Η ίδια piερίpiτωση ροής εpiιλύθηκε και με το λογισμικό IB piου διαθέτει η ΜΠΥΡ&Β/
ΕΘΣ και στηρίζεται στην υλοpiοίηση Ghost-Cell. Οι διαφορές piου εμφανίζει αυτό
το λογισμικό σε σχέση με τον Cut-Cell εpiιλύτη αφορούν τόσο τη διαδικασία της
piλεγματοpiοίησης όσο και την ίδια την εpiίλυση. Αναφορικά με το piρώτο σκέλος, ο
υpiάρχων Ghost-Cell piλεγματοpiοιητής δημιουργεί ομοιόμορφο piλέγμα σε ολόκληρο το
υpiολογιστικό χωρίο με συνέpiεια, όταν αpiαιτείται piύκνωση κοντά στο στερεό σώμα
να δημιουργούνται piλέγματα με υpiερβολικά μεγάλο αριθμό κυψελών. Σχετικά με το
δεύτερο σκέλος, οι διαφορές είναι piιο θεμελιώδεις και εντοpiίζονται στο διαφορετικό
τρόpiο εpiιβολής οριακών συνθηκών.
Σύμφωνα με αυτή, οι εξισώσεις της ροής εpiιλύονται σε όλο το υpiολογιστικό χωρίο,
χωρίς να λαμβάνεται υpiόψη η ύpiαρξη του στερεού ορίου. Με το piέρας, όμως, ενός ψευ-
δοχρονικού βήματος εντοpiίζονται οι κυψέλες ghost (κυψέλες εντός του στερεού piου
γειτονεύουν με κυψέλες ρευστού) και τα συμμετρικά σημεία των βαρύκεντρών τους
ως piρος το στερεό όριο (σημείο G και Ι αντίστοιχα στο σχήμα 5.3). Στη συνέχεια,
piραγματοpiοιείται μια σταθμισμένη piαρεκβολή των μεταβλητών ροής των γειτονικών
κυψελών του Ι σε αυτό (καθώς εν γένει το σημείο Ι δεν αpiοτελεί βαρύκεντρο κάpiοιας
κυψέλης οpiότε δεν έχουν εpiιλυθεί σε αυτό οι εξισώσεις της ροής). Αpiό τις piροκύpiτου-
σες τιμές η ταχύτητα αναλύεται σε μια κάθετη και μια εφαpiτόμενη συνιστώσα ως piρος
το στερεό τοίχωμα και εpiιβάλλεται στο G η μεν κάθετη με αντίθετο piρόσημο, η δε
εφαpiτόμενη αυτούσια. Με αυτό τον τρόpiο ικανοpiοιείται η συνθήκη μη-εισχώρησης και
ο αλγόριθμος εpiίλυσης συνεχίζει με τον υpiολογισμό των διανυσμάτων ατριβούς ροής
κατά τα γνωστά.
Σχήμα 5.3: Υλοpiοίηση της μεθόδου Ghost-Cell, όpiου με G συμβολίζεται το βαρύκε-
ντρο της Ghost κυψέλης και με Ι το συμμετρικό αυτού ως piρος το στερεό τοίχωμα, το
οpiοίο χρησιμοpiοιείται για να εpiιβληθούν στο G οι οριακές συνθήκες.
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Πίνακας 5.2: Τα χαρακτηριστικά μεγέθη του piλέγματος κατά την piροσομοίωση του
piειράματος του Landon [32], με τον Ghost-Cell εpiιλύτη.
Διαστάσεις υpiολογιστικού χωρίου
(σε μήκη χορδής)
Αριθμός κυψελών
υpiολογιστικού χωρίου
Εμβαδό κυψελών Ω
15× 14 480× 448 9.7× 10−4
15× 14 960× 896 2.4× 10−4
15× 14 1920× 1792 6.1× 10−5
10× 10 2000× 2000 2.5× 10−5
Για την piροσομοίωση του piειράματος του Landon έγιναν τέσσερα διαφορετικά «τρε-
ξίματα» σε piλέγματα των οpiοίων τα χαρακτηριστικά μεγέθη συνοψίζονται στον piίνακα
5.2. Στο σχήμα 5.4 αpiεικονίζεται ο συντελεστής άνωσης συναρτήσει του χρόνου, όpiως
piροέκυψε αpiό την εpiίλυση σε κάθε ένα αpiό τα τέσσερα piλέγματα του Ghost-Cell εpiι-
λύτη. Είναι φανερό ότι οι λύσεις piου αφορούν τα piιο αραιά piλέγματα, piαρουσιάζουν
μεγαλύτερο σφάλμα ενώ η κατάσταση βελτιώνεται καθώς piροχωράμε στα piιο piυκνά,
όpiου διακρίνεται ένα μέσο piεδίο με ημιτονοειδή μορφή και ο θόρυβος γύρω αpiό αυτό.
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Σχήμα 5.4: Μεταβολή του συντελεστή άνωσης ως συνάρτηση του χρόνου, όpiως piρο-
έκυψε αpiό την αριθμητική εpiίλυση των εξισώσεων Euler σε μη-οριόδετο piλέγμα με την
υλοpiοίηση Ghost-Cell για τέσσερις διαφορετικές piυκνότητες piλέγματος. Περιοδική κίνη-
ση piρόνευσης αεροτομής NACA 0012 ως piρος το 25% της χορδής με αm = 0.016o,
α0 = 2.51
o, k = 0.0814 και M∞ = 0.74.
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Στο σχήμα 5.5 φαίνεται ο συντελεστής άνωσης ως συνάρτηση του χρόνου, όpiως piρο-
έκυψε αpiό το λογισμικό Cut-Cell και το piιο piυκνό piλέγμα του λογισμικού Ghost-Cell.
Αν και το ελάχιστο εμβαδό των κυψελών κοντά στο στερεό για την Cut-Cell τεχνική
είναι σχεδόν μια τάξη μεγέθους μεγαλύτερο αpiό το εμβαδό των Ghost-Cell κυψελών
(10−4 έναντι 2.5 × 10−5 αντίστοιχα), η λύση στην piρώτη piερίpiτωση είναι piλήρως α-
piαλλαγμένη αpiό ταλαντώσεις.
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Σχήμα 5.5: Μεταβολή του συντελεστή άνωσης ως συνάρτηση του χρόνου, όpiως piρο-
έκυψε αpiό την αριθμητική εpiίλυση των εξισώσεων Euler στο Cut-Cell piλέγμα και στο
piυκνότερο Ghost-Cell. Περιοδική κίνηση piρόνευσης αεροτομής NACA 0012 ως piρος το
25% της χορδής με αm = 0.016o, α0 = 2.51o, k = 0.0814 και M∞ = 0.74.
Στο σχήμα 5.6 piαρουσιάζεται το piεδίο του αριθμού Mach γύρω αpiό την αεροτομή,
όpiως piροέκυψε αpiό την εpiίλυση με το Ghost-Cell λογισμικό για τις τέσσερις δια-
φορετικές piυκνότητες piλέγματος, τη χρονική στιγμή piου η αεροτομή βρίσκεται στην
άνω ακραία θέση της ταλάντωσής της. Εpiισημαίνεται ότι για όλες τις piεριpiτώσεις α-
piεικονίζονται τα piεδία μετά την αpiοκατάσταση της piεριοδικότητας. ΄Αμεσα εμφανές
είναι το γεγονός ότι στα δύο piρώτα piεδία ο Ghost-Cell εpiιλύτης έχει υpiολογίσει τη
θέση του κύματος κρούσης με μεγάλο σφάλμα (σε σχέση με το Cut-Cell λογισμικό,
σχήμα 5.2) ενώ και στο τρίτο piεδίο, piαρά το ότι βρίσκει σωστά τη θέση του ισχυρού
κύματος κρούσης, εντούτοις σχηματίζει ένα δεύτερο, piιο ασθενές, κοντά στην ακμή
εκφυγής. Μόνο το τέταρτο piεδίο εμφανίζεται piαρόμοιο με το αντίστοιχο του Cut-Cell
εpiιλύτη, δικαιολογώντας piλήρως τα αpiοτελέσματα των σχημάτων 5.4 και 5.5 για τον
συντελεστή άνωσης.
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(i) Πλέγμα με εμβαδό κυψελών Ω = 9.7×
10−4 (μήκη χορδής)2.
(ii) Πλέγμα με εμβαδό κυψελών Ω = 2.4×
10−4 (μήκη χορδής)2.
(iii) Πλέγμα με εμβαδό κυψελών Ω = 6.1×
10−5 (μήκη χορδής)2.
(iv) Πλέγμα με εμβαδό κυψελών Ω = 2.5×
10−5 (μήκη χορδής)2.
(v) Χρωματική piαλέτα
Σχήμα 5.6: Ημιτονοειδής κίνηση piρόνευσης αεροτομής NACA 0012 ως piρος το 25%
της χορδής με αm = 0.016o, α0 = 2.51o, k = 0.0814 και M∞ = 0.74: υpiολογισθέντα
piεδία του αριθμού Mach με την Ghost-Cell τεχνική τη χρονική στιγμή piου η αεροτομή
βρίσκεται στην άνω ακραία θέση της piεριοδικής της κίνησης, για τέσσερις διαφορετικές
piυκνότητες piλέγματος. Η χρωματική piαλέτα (v) είναι κοινή για όλα τα piεδία.
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Μη-μόνιμο piεδίο ροής γύρω αpiό αεροτομή NACA 64A010
Προκειμένου να γίνει και μια δεύτερη σύγκριση με piειραματικά δεδομένα χρησιμοpiοι-
ήθηκε η συμμετρική αεροτομή NACA 64A010 [33], η μορφή της οpiοίας αpiεικονίζεται
στο σχήμα 5.7. Για τον ίδιο λόγο με την piροηγούμενη piερίpiτωση, η αεροτομή «κόpiηκε»
στο 98% του μήκους της χορδής της.
Σχήμα 5.7: Η μορφή της αεροτομής NACA 64A010 με κομμένο το 2% του μήκους
της χορδής της στην ακμή εκφυγής.
Η αεροτομή εκτελεί ημιτονοειδή κίνηση piρόνευσης ως piρος το 24.8% της χορδής της
με piλάτος 1.01o και την ταχύτητα της εpi΄ άpiειρο ροής να είναι οριζόντια. Ο αριθμός
Mach της εpi΄ άpiειρο ροής είναι 0.78 ενώ η ανηγμένη συχνότητα της ταλάντωσης είναι
0.202.
Η συγκεκριμένη piερίpiτωση έχει μελετηθεί piειραματικά αpiό τον Davis [34] και συνο-
ψίζεται στον piίνακα 5.3. ΄Οpiως και με τη NACA 0012, έτσι και εδώ η ροή αναμένεται να
piαραμένει piροσκολλημένη και να εμφανίζει κύμα κρούσης τόσο στην piλευρά υpiοpiίεσης
όσο και στην piλευρά υpiερpiίεσης.
Πίνακας 5.3: Τα χαρακτηριστικά μεγέθη του piειράματος του Davis [34].
Μεγέθη Τιμές
Γωνία εpi΄ άpiειρο ροής αm 0o
Πλάτος ταλάντωσης α0 1.01o
Ανηγμένη συχνότητα k 0.202
΄Αξονας piεριστροφής 0.248c
Αριθμός Reynolds εpi΄ άpiειρο ροής Re∞ 12.56× 106
Αριθμός Mach εpi΄ άpiειρο ροής M∞ 0.796c
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Σχήμα 5.8: Μεταβολή του συντελεστή άνωσης ως συνάρτηση του χρόνου, όpiως piρο-
έκυψε αpiό την αριθμητική εpiίλυση των εξισώσεων Euler. Περιοδική κίνηση piρόνευσης
αεροτομής NACA 64Α010 ως piρος το 24.8% της χορδής με αm = 0o, α0 = 1.01o,
k = 0.202 και M∞ = 0.78.
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Σχήμα 5.9: Μεταβολή του συντελεστή άνωσης ως συνάρτηση της γωνίας piρόσpiτωσης
μετά το piέρας των μεταβατικών φαινομένων, όpiως piροέκυψε αpiό την αριθμητική εpiίλυση
των εξισώσεων Euler και piειραματικές μετρήσεις [34]. Περιοδική κίνηση piρόνευσης αερο-
τομής NACA 64Α010 ως piρος το 24.8% της χορδής με αm = 0o, α0 = 1.01o, k = 0.202
και M∞ = 0.78.
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(i) T/8 (ii) 2T/8 (iii) 3T/8
(iv) 4T/8 (v) 5T/8 (vi) 6T/8
(vii) 7T/8 (viii) 8T/8
(ix) Χρωματική piαλέτα
Σχήμα 5.10: Ημιτονοειδής κίνηση piρόνευσης αεροτομής NACA 64Α010 ως piρος το
24.8% της χορδής με αm = 0o, α0 = 1.01o, k = 0.202 και M∞ = 0.78: υpiολογισθέντα
piεδία του αριθμού Mach γύρω αpiό την αεροτομή σε διαδοχικές χρονικές στιγμές ανά T/8,
όpiου T η piερίοδος της κίνησης. Η χρωματική piαλέτα (ix) είναι κοινή για όλα τα piεδία.
Στα σχήματα 5.8 και 5.9 φαίνεται ο συντελεστής άνωσης συναρτήσει του χρόνου και
της γωνίας piρόσpiτωσης αντίστοιχα. Ως υpiολογιστικό χωρίο χρησιμοpiοιήθηκε ένα ορ-
θογώνιο με διαστάσεις 15 × 14 μήκη χορδής ενώ το εμβαδό της ελάχιστης κυψέλης
στην εσωτερική piύκνωση ήταν 5× 10−5 (μήκη χορδής)2. Στο δεύτερο σχήμα αpiεικο-
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νίζεται η κατάσταση στην οpiοία έχει piεριέλθει η ροή μετά το piέρας των μεταβατικών
φαινομένων. Η συμφωνία με τα piειραματικά δεδομένα βρίσκεται σε αρκετά ικανοpiοιη-
τικό εpiίpiεδο. Αυτό το γεγονός οφείλεται εν μέρει και στον κατά μια τάξη μεγέθους
μεγαλύτερο, σε σχέση με το piείραμα του Landon, αριθμό Reynolds, ο οpiοίος καθιστά
την υpiόθεση ατριβούς ροής piιο εύλογη.
Τα σχήματα 5.10 δείχνουν τα υpiολογισθέντα piεδία του αριθμού Mach γύρω αpiό την
αεροτομή για μια piερίοδο της κίνησής της ανά T/8. Αυτό το οpiοίο piαρατηρείται εδώ
είναι ότι το σχηματιζόμενο κύμα κρούσης στην piλευρά υpiερpiίεσης είναι piιο ισχυρό σε
σύγκριση με το αντίστοιχο του piειράματος του Landon. Εpiιpiλέον, ο υpiερηχητικός
θύλακας piαρουσιάζει διακριτούς κροσσούς λόγω του τρόpiου piου διακριτοpiοιείται η
γεωμετρία στο στερεό όριο (μικρός αριθμός σημείων piου ενώνονται με ευθύγραμμα
τμήματα). Αυτό το φαινόμενο γίνεται piιο εμφανές σε ροές με ισχυρά κύματα κρούσης,
όpiως στην piερίpiτωση piου εξετάστηκε.
5.3 Εpiίλυση ροής γύρω αpiό δύο σώματα
Στην piαρούσα ενότητα μελετάται η μη-μόνιμη ροή γύρω αpiό μια αεροτομή με τα flap σε
έκταση. Ο λόγος ύpiαρξης των flap σε μια piτέρυγα σχετίζεται με την ανάγκη αύξησης
είτε του συντελεστή άνωσης είτε του συντελεστή αντίστασης ανάλογα με τη φάση της
κίνησης του αεροσκάφους. ΄Ετσι, κατά τη φάση της piροσέγγισης, τα flap βρίσκονται σε
piλήρη έκταση piροκειμένου να αυξηθεί ο συντελεστής αντίστασης και να εpiιβραδυνθεί
piιο ομαλά το αεροσκάφος. Αντίθετα, κατά τη φάση της αpiογείωσης, η έκταση των flap
χρησιμοpiοιείται για να αυξηθεί η καμpiυλότητα της αεροτομής, οδηγώντας σε piαράλληλη
αύξηση του συντελεστή άνωσης αντισταθμίζοντας κατ΄ αυτόν τον τρόpiο τη χαμηλή
ταχύτητα piτήσης [35].
Η αεροτομή piου χρησιμοpiοιήθηκε φαίνεται στο σχήμα 5.11. Στο σχήμα αυτό, το flap
βρίσκεται σε piλήρη έκταση.
Σχήμα 5.11: Η μορφή της αεροτομής με το flap.
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Για την εpiίλυση της ροής δημιουργήθηκε καρτεσιανό piλέγμα με ομοιόμορφη piύκνωση
κοντά στις δύο γεωμετρίες όpiως φαίνεται στα σχήματα 5.12 και 5.13. Το υpiολογιστικό
χωρίο piου χρησιμοpiοιήθηκε είχε διαστάσεις 20 × 19 μήκη χορδής ενώ το εμβαδό της
ελάχιστης κυψέλης στην εσωτερική piύκνωση είναι 10−5 (μήκη χορδής)2.
Σχήμα 5.12: Το καρτεσιανό piλέγμα με την piροσαρμοσμένη piύκνωση γύρω αpiό το
σύστημα αεροτομή - flap. Το εμβαδό της ελάχιστης κυψέλης στην εσωτερική piύκνωση
είναι Ωmin = 10−5.
Σχήμα 5.13: Εστίαση στην ακμή εκφυγής της αεροτομής και το flap.
Για τις ανάγκες αυτής της μελέτης υpiοτέθηκε ότι η αεροτομή βρίσκεται στη φάση της
αpiογείωσης με το flap σε piλήρη έκταση. Κατά το τελευταίο στάδιο της αpiογείωσης, το
flap εκτελεί αρχικά μια piεριστροφική κίνηση ευθυγράμμισης με την αεροτομή και, στη
συνέχεια, μια μεταφορική κίνηση piροσέγγισης σε αυτή. Αpiό τις δύο αυτές κινήσεις, η
μελέτη piεριορίστηκε στο piρώτο σκέλος καθώς κατά τη δεύτερη φάση οι δύο γεωμετρίες
βρίσκονται piολύ κοντά μεταξύ τους και στην piραγματικότητα δημιουργούνται piεριοχές
ανακυκλοφορίας, τις οpiοίες ο εpiιλύτης ατριβούς ροής δεν μpiορεί να χειριστεί.
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΄Ετσι, το flap εκτελεί εξαναγκασμένη piεριστροφική κίνηση μορφής ημιτόνου με piλάτος
8o ενώ η ταχύτητα της εpi΄ άpiειρο ροής ευθυγραμμίζεται με την οριζόντια κατεύθυνση.
Η piερίοδος της ταλάντωσης είναι 0.5 και ο αριθμός Mach της εpi΄ άpiειρο ροής είναι
0.19. Τέλος, η εpi΄ άpiειρο piίεση είναι 1 bar και η εpi΄ άpiειρο piυκνότητα 1.2 kg m−3. Τα
δεδομένα αυτά συνοψίζονται στον piίνακα 5.4.
Πίνακας 5.4: Τα χαρακτηριστικά της μη-μόνιμης ροής γύρω αpiό αεροτομή με flap.
Μεγέθη Τιμές
Γωνία εpi΄ άpiειρο ροής αm 0o
Πλάτος ταλάντωσης flap α0 8o
Περίοδος ταλάντωσης flap 0.5
Περίοδοι εpiίλυσης της ροής 1/4
Εpi΄ άpiειρο piίεση p∞ 1 bar
Εpi΄ άpiειρο piυκνότητα %∞ 1.2 kg m−3
Αριθμός Mach εpi΄ άpiειρο ροής M∞ 0.19
Στο σχήμα 5.14 αpiεικονίζεται ο συντελεστής άνωσης του συστήματος αεροτομή-flap
συναρτήσει του χρόνου κατά την piεριστροφική κίνηση εpiαναφοράς του flap στο εσω-
τερικό της αεροτομής. Παρατηρούμε τις εν γένει piολύ υψηλές τιμές του CL καθώς
εpiίσης και το ότι ακολουθεί φθίνουσα piορεία καθώς η φάση της αpiογείωσης φτάνει
στο τέλος της, piαρέχοντας τον έλεγχο του αεροσκάφους στους κινητήρες. Τέλος, στα
σχήματα 5.15 και 5.16 φαίνονται τα piεδία του αριθμού Mach γύρω αpiό το σύστημα
αεροτομή-flap στην κατάσταση piλήρους έκτασης του flap και κατά το τέλος της piε-
ριστροφικής του κίνησης αντίστοιχα. Τα στιγμιότυpiα του συντελεστή piίεσης για τις
ίδιες χρονικές στιγμές piαρέχονται στα σχήματα 5.17 και 5.18.
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Σχήμα 5.14: Ο συντελεστής άνωσης του συστήματος αεροτομή-flap ως συνάρτηση του
χρόνου κατά την piεριστροφική κίνηση εpiαναφοράς του flap στο εσωτερικό της αεροτομής.
Σχήμα 5.15: Κατανομή του αριθμού Mach και των διανυσμάτων της ταχύτητας γύρω
αpiό την αεροτομή και το flap στη φάση piου το flap είναι piλήρως ανοιχτό (α = 8o).
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Σχήμα 5.16: Κατανομή του αριθμού Mach και των διανυσμάτων της ταχύτητας γύρω
αpiό την αεροτομή και το flap στη φάση piου το flap έχει ολοκληρώσει την piεριστροφική
κίνησή του (α = 0o) και είναι έτοιμο να εισέλθει στην κοιλότητα της αεροτομής.
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Σχήμα 5.17: Κατανομή του συντελεστή piίεσης γύρω αpiό την αεροτομή και το flap
στη φάση piου το flap είναι piλήρως ανοιχτό (α = 8o).
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Σχήμα 5.18: Κατανομή του συντελεστή piίεσης γύρω αpiό την αεροτομή και το flap
στη φάση piου το flap έχει ολοκληρώσει την piεριστροφική κίνησή του (α = 0o) και είναι
έτοιμο να εισέλθει στην κοιλότητα της αεροτομής.
Κεφάλαιο 6
Ανακεφαλαίωση-Συμpiεράσματα-
Σχόλια
Στην piαρούσα διpiλωματική εργασία αναpiτύχθηκε και piαρουσιάσθηκε ένα λογισμικό α-
ριθμητικής εpiίλυσης μη-μόνιμων piεδίων ατριβούς ροής με κινούμενα στερεά όρια με τη
μέθοδο των μη-οριόδετων piλεγμάτων. Ο χειρισμός των κυψελών στη γειτονιά του στε-
ρεού ορίου piραγματοpiοιήθηκε μέσω της τεχνικής των τεμνόμενων κυψελών (Cut-Cell).
΄Ετσι, αφού piαρουσιάσθηκε ο τρόpiος piλεγματοpiοίησης του υpiολογιστικού χωρίου με
τη μέθοδο Cut-Cell, διατυpiώθηκαν οι ισχύουσες εξισώσεις σε διακριτοpiοιημένη μορ-
φή και, στη συνέχεια, ο piλήρης αλγόριθμος εpiίλυσης. ΄Εpiειτα, αναλύθηκε ο τρόpiος
διακριτοpiοίησης των εξισώσεων σε ροές με κινούμενα στερεά όρια και piαρουσιάσθηκε
μια μειονεκτική συμpiεριφορά piου εμφανίζουν οι μέθοδοι μη-οριόδετων piλεγμάτων σε
τέτοιες piεριpiτώσεις (δημιουργία μη-φυσικών ταλαντώσεων στα μεγέθη ροής). Τέλος,
piροτάθηκε μια μέθοδος για τον χειρισμό αυτών των ροών και την εpiίλυση του piρο-
αναφερθέντος piροβλήματος. Με βάση αυτά και σύμφωνα με τα αpiοτελέσματα των
εφαρμογών piου εξετάστηκαν, piροκύpiτουν τα ακόλουθα συμpiεράσματα:
 Εpiιβεβαιώθηκε η εγκυρότητα του εpiιλύτη και της μεθόδου μη-οριόδετων piλεγ-
μάτων με την τεχνική Cut-Cell σε χρονικά μόνιμες ροές, υpiοηχητικές και διη-
χητικές, μέσω της σύγκρισης με αpiοτελέσματα piου piροέκυψαν αpiό διάφορους
εpiιλύτες ατριβούς ροής σε οριόδετα piλέγματα.
 Υλοpiοιήθηκε η εpiέκταση του εpiιλύτη σε μη-μόνιμα piεδία ροής, τα οpiοία piροκα-
λούνται αpiό τη μεταβολή των οριακών συνθηκών.
 Εpiιβεβαιώθηκε η ικανότητα του εpiιλύτη να αντιμετωpiίζει μη-μόνιμες ροές με
κινούμενα στερεά όρια μέσω της σύγκρισης των αpiοτελεσμάτων piου piροέκυψαν
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για δύο διαφορετικές αεροτομές σε εξαναγκασμένη piεριοδική κίνηση τόσο με
piειραματικά δεδομένα όσο και με το οικείο λογισμικό της ΜΠΥΡ&Β/ΕΘΣ piου
στηρίζεται σε οριόδετα piλέγματα. Εpiίσης, διαpiιστώθηκε η υpiεροχή της μεθόδου
Cut-Cell έναντι της μεθόδου Ghost-Cell ως piρος τις μη-φυσικές υpiερακοντίσεις
των μεγεθών της ροής σε τέτοιες piεριpiτώσεις.
 Παρουσιάσθηκε, τέλος, η δυνατότητα του εpiιλύτη να χειρίζεται μη-μόνιμα piεδία
ροής και σε piεριpiτώσεις piερισσότερων σωμάτων μέσω της μελέτης της ροής γύρω
αpiό ένα δευτερεύον σύστημα ελέγχου της piτήσης (flap).
Ολοκληρώνοντας την piαρούσα διpiλωματική εργασία, κρίνεται αpiαραίτητο να αναφερ-
θούν ορισμένες piιθανές κατευθύνσεις στις οpiοίες θα μpiορούσε να εpiικεντρωθεί μια
ενδεχόμενη μελλοντική μελέτη, στηριζόμενη στο λογισμικό piου αναpiτύχθηκε. Οι
βασικοί piυλώνες αυτών των κατευθύνσεων εντοpiίζονται αφενός στη διαδικασία της
piλεγματοpiοίησης και αφετέρου στην εpiίλυση των εξισώσεων. Σχετικά με το piρώτο
τμήμα, θα μpiορούσε να εξεταστεί η δυνατότητα συγχώνευσης των μικρών κυψελών
piου δημιουργούνται αpiό την κίνηση της γεωμετρίας και οι οpiοίες είναι αρκετά piιθα-
νό να οδηγήσουν σε αδυναμία σύγκλισης της μεθόδου. Σε μεταγενέστερο στάδιο, η
piλεγματοpiοίηση θα μpiορούσε να εpiεκταθεί ώστε να piεριλαμβάνει και μια διαδικασία
piύκνωσης η οpiοία να ακολουθεί την κίνηση της γεωμετρίας. Σχετικά με το δεύτερο
τμήμα, θα μpiορούσε να piροστεθεί στον εpiιλύτη η ικανότητα εpiίλυσης συνεκτικών ή
ακόμη και τυρβωδών μη-μόνιμων piεδίων ροής ενώ, κάτι το οpiοίο σχετίζεται τόσο με
την piλεγματοpiοίηση όσο και με την εpiίλυση, θα μpiορούσε να είναι η εpiέκταση του
λογισμικού ώστε να χειρίζεται τριδιάστατα υpiολογιστικά χωρία. Τέλος, καθώς αυτή η
διpiλωματική εργασία αpiοτέλεσε μια αpiό τις piρώτες piροσpiάθειες της ΜΠΥΡ&Β/ΕΘΣ
στην piεριοχή των μεθόδων μη-οριόδετων piλεγμάτων με συνέpiεια ο piρογραμματισμός
του λογισμικού να piραγματοpiοιηθεί με σειριακό τρόpiο, μια εύλογη εpiέκταση θα μpiο-
ρούσε να piεριλαμβάνει την piαραλληλοpiοίησή του είτε σε CPUs είτε σε GPUs. Προς
τη δεύτερη κατεύθυνση piροσανατολίζεται η ταυτόχρονα εξελισσόμενη διpiλωματική ερ-
γασία [36], η οpiοία, όμως, αφορά μόνο χρονικά μόνιμες ροές.
Παράρτημα Αʹ
Η μέθοδος Jacobi για την
εpiίλυση γραμμικών συστημάτων
΄Εστω ένα τετραγωνικό σύστημα n γραμμικών εξισώσεων:
Ax = b (Αʹ.1)
όpiου
A =

α11 α12 · · · α1n
α21 α22 · · · α2n
...
...
. . .
...
αn1 αn2 · · · αnn
 (Αʹ.2)
x =

x1
x2
...
xn
 , b =

b1
b2
...
bn
 (Αʹ.3)
Ο A μpiορεί να χωριστεί σε δύο piίνακες, έναν διαγώνιο D και το υpiόλοιpiό του R ως
εξής:
A = D +R o´pioυ (Αʹ.4)
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D =

α11 0 · · · 0
0 α22 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · αnn
 (Αʹ.5)
R =

0 α12 · · · α1n
α21 0 · · · α2n
...
...
. . .
...
αn1 αn2 · · · 0
 (Αʹ.6)
Η λύση piροκύpiτει εpiαναληpiτικά μέσω της σχέσης:
x(k+1) = D−1(b−Rx(k)) (Αʹ.7)
όpiου x(k+1), x(k) είναι η (k+1)-οστή και k-οστή piροσέγγιση του x αντίστοιχα.
Η σχέση (Αʹ.7) γράφεται για κάθε στοιχείο του x ως:
x
(k+1)
i =
1
aii
(
bi −
∑
j 6=i
aijx
(k)
j
)
, i = 1, 2, ..., n. (Αʹ.8)
Σύγκλιση
Η εξέταση των συνθηκών σύγκλισης της μεθόδου αpiαιτεί κάpiοιους ορισμούς αpiό τη
γραμμική άλγεβρα.
 Ορίζεται ως φασματική ακτίνα ενός μητρώου G ο αριθμός:
%(G) = max (|λ|) , o´pioυ λ ∈ λ(G) , λ(G) συ´νoλo ιδιoτιµω´ν τoυ G (Αʹ.9)
Με βάση αυτό, στο εpiαναληpiτικό σχήμα του Jacobi, συμβολίζοντας με G το μητρώο
D−1R, αpiοδεικνύεται ότι αν ισχύει:
%(G) < 1 (Αʹ.10)
τότε το σχήμα συγκλίνει. Μpiορεί να δειχθεί εpiίσης, ότι αν ένα σχήμα της μορφής
(Αʹ.7) συγκλίνει σε μια τιμή, τότε αυτή η τιμή είναι η ακριβής λύση του συστήματος.
83
Συνεpiώς, η συνθήκη (Αʹ.10) είναι μια ικανή συνθήκη για τη σύγκλιση της μεθόδου
Jacobi.
Εpiιpiλέον ορίζονται τα εξής:
 Το μητρώο A θα ονομάζεται μειούμενο (reducible) όταν μpiορεί να βρεθεί ένα
άλλο μητρώο P έτσι ώστε το μητρώο PAP T να είναι άνω τριγωνικό. Διαφορετικά
θα ονομάζεται μη-μειούμενο (irreducible).
 Το μητρώο A έχει αυστηρή διαγώνια κυριαρχία αν ισχύει:
|αii| >
j=n∑
j=1,i 6=j
|αij| , ∀ i ∈ [1, n] (Αʹ.11)
 Το μητρώο A θα ονομάζεται μη-μειούμενο μητρώο διαγώνιας κυριαρχίας (irredu-
cibly diagonally dominant matrix) όταν είναι μη-μειούμενο και ισχύει η piροηγο-
ύμενη ανισότητα (piιθανόν ως ανισο-ισότητα για όλες τις γραμμές εκτός αpiό μια
τουλάχιστον όpiου θα ισχύει αυστηρά ως ανισότητα).
Με βάση αυτά, μpiορεί να αpiοδειχθεί ότι αν το μητρώο A έχει αυστηρή ή μη-μειούμενη
διαγώνια κυριαρχία, η μέθοδος Jacobi συγκλίνει για οpiοιαδήpiοτε αρχικοpiοίηση x(0).
Τονίζεται ότι οι piαραpiάνω συνθήκες αpiοτελούν ικανές συνθήκες σύγκλισης της με-
θόδου Jacobi καθώς υpiάρχουν piεριpiτώσεις piου εpiιτυγχάνεται σύγκλιση χωρίς την
ικανοpiοίηση αυτών.
Αλγόριθμος Jacobi
Αρχικοpiοίηση του διανύσματος x(0)
k = 0
while Δεν έχει εpiιτευχθεί η σύγκλιση do
for i = 1,n do
σ = 0
for j = 1,n do
if j 6= i then
σ ← σ + αijx(k)j
end if
end for
x
(k+1)
i =
bi − σ
αii
end for
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΄Ελεγχος αν έχει εpiιτευχθεί η σύγκλιση
k ← k + 1
end while
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